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Chapitre 1 : Applications différentiables et théoréme des fonctions implicites
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APPLICATIONS DIFFERENTIABLES
ET THEOREME DES FONCTIONS
IMPLICITES

1.1 Rappels et notations sur les applications linéaires de R"” dans
RP,

On notera
1 0 0
0 1 0
€] = . , € = . yeeey Ep =
0 0 1

la base canonique de R"™.

Rappels 1.1.1. Représentation matricielle en dimension finie.
Les coordonnées des vecteurs de R™ (respectivement RP) dans la base canonique sont
représentés par des matrices n X 1 (respectivement p x 1), appelées matrices colonne.

Rappels 1.1.2. Une application lindaire T € < (R™;RP) est représentée par une matrice
pxn, A, ap lignes et n colonnes. Les vecteurs colonne de A sont les coordonnées des images
par T, des vecteurs de la base canonique de R™, exprimées dans la base canonique de I’espace
RP,

Rappels 1.1.3. Cas particuliers.

1)  Les applications linéaires de R dans RP sont représentées par des matrices p X 1,
c’est a dire par des matrices colonne.. (R, RP) est donc égal a RP.

2)  Les formes linéaires sur R™, c’est a dire les applications linéaires de R"™ dans R,
sont représentées par des matrices 1 x n, c’est a dire par des matrices ligne.

En identifiant les matrices colonnes et les matrices lignes a n éléments, ceci nous permet
d’identifier algébriquement le dual de R™, (R")* = (R™;R) a R" lui-méme.
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Chapitre 1 : Applications différentiables et théoréme des fonctions implicites
1.2 Rappels et notations sur les fonctions continues de R” dans RP.

On munira toujours R™ d’une norme notée ||.||. En pratique, on pourra prendre 'une des
normes classiques :

1/2
[zlly = |z1] + |z2] 4+ -+ [@a] 5 (2] = Sup jzi] 2y = (27 + 23 + ... +27)
1=1,2,...,n

Dans la pratique, le choix de la norme n’aura pas d’importance a cause du théoréme suivant :

Théoreme 1.2.1. Théoréme de F. Riecz.

Sur un espace vectoriel de dimension finie E, toutes les normes sont équivalentes, c’est a
dire qu’étant données deux normes ||.| et |||.|| sur E, il existe des constantes a,b > 0 telles
que

Ve e B, al|z]| < [lzf] < bflz|]
Rappels 1.2.2. Boules ouvertes, boules fermées, voisinages.

i) Soit a € R™ et r > 0. Une boule ouverte B(a,r) de centre a et de rayon r est le
sous-ensemble de R™ défini par

B(a,r) ={x e R" | ||z —a|| <7}

On appellera plus simplement ces ensembles des boules.

i)  Une boule fermée B(a,r) de centre a et de rayon r est le sous-ensemble de R"
défini par

B(a,r) ={z e R" | ||z —a| <7}

Rappels 1.2.3. Soit a € R”. On rappelle qu'un sous-ensemble V. C R" est un voisinage
de a dans R™ s’il existe r > 0 tel que la boule B(a,r) de centre a et de rayon r, est incluse
dans V.

On notera 7" (a) 'ensemble des voisinages de a dans R™.

Rappels 1.2.4. On dit qu’'une partie D est un ouvert de R" si D est un voisinage de
chacun de ses points.

Rappels 1.2.5. Soit f : D C R" — RP une fonction définie sur une partie ouverte D de
R™ et a valeurs dans RP. On dira que f(h) converge verx 0 quand h — 0 si

Ve >0, Ja> 0 telque ||h|| <a=|f(h)| <e

Rappels 1.2.6. Fonctions continues sur R".

Une fonction f: D C R™ — RP définie sur une partie ouverte D de R" et a valeurs dans RP
est continue en a € D si :

Ve > 0,3np >0 tel que ||z —al <n=|f(z)— fla)] <e

Cette propriété s’exprime aussi en disant que pour toute boule B(f(a),e) de RP, il existe
une boule B(a,n) de R" telle que f(B(a,n)) C B(f(a),¢)
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Chapitre 1 : Applications différentiables et théoréme des fonctions implicites

On dit que f est continue sur D si f est continue en tout point a € D. On notera & (D; RP)
I’ensemble des fonctions continues de D C R™ dans RP.

On vérifie comme dans le cas réel que la somme, le produit par un réel et la composition de
deux fonctions continues sont continues. Le produit de deux fonctions continues a valeurs
réelles est continu. La fonction réciproque d’une fonction continue qui ne s’annule pas est
aussi continue.

1.3 Rappels et notations sur les normes d’applications linéaires de
R” dans RP”.

Rappel 1.3.1. Norme d’une application linéaire.
Si T € (R™:;RP), on peut définir sa norme par

[T} = sup{|[T'(2)[| | z € R™ , [lz] <1}

Cette norme vérifie :
Ve e R" , [|[T(z)|| < [T ||zl

Rappel 1.3.2. En particulier, si p = 1, la norme d’une forme linéaire y €. (R"; R) = (R")*
est donnée par |ly|| = sup{|y(z)| | x € R" , |jz| < 1}.

Par symétrie entre R™ et son dual (R™)*, on peut aussi montrer que la norme de R™ est
donnée par |z]| = sup{ly(z)| [y € R")*, |[y[| <1}

1.4 Applications différentiables de R” dans Rr.

Définition 1.4.1. 1) Soit a € R™ et V un voisinage de a dans R™. Une application
f 'V — RP est différentiable en a s’il existe une application linéaire de R" dans RP, notée
f'(a), telle

fla+h) = f(a) + f'(a)(h) + [|h]| e(h)

ot }llli%s(h) = 0.

2)  L’application f'(a) € Z(R",RP) est appelée la dérivée de f en a ou encore
Papplication linéaire tangente a f en a.

3) L’application affine x — f(a)+f'(a)(x—a) est appelée I'application affine tangente
a f en a.

Exemple 1.4.2. Une application réelle définie sur un voisinage V de a € R est différentiable
en a si elle est dérivable en a et sa dérivée est f'(a).

Théoréme 1.4.3. (Dérivation suivant un vecteur).
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Chapitre 1 : Applications différentiables et théoréme des fonctions implicites

Soit a € R™ et V un voisinage de a dans R™. Si f : V — RP est différentiable en a, alors
quel que soit h € R", on a

@) — tim 00— (@

t—0 t

DEMONSTRATION :  Soit A € R™ donné. On écrit la définition de la différentiabilité de f au
point a, en utilisant le vecteur th :

fla+th) = f(a) +tf'(a)(h) +|t] L]l e(th) = f(a) + tf'(a)(h) + [t|e1(t)

ol on a posé 1(t) = ||h| e(th).
Comme €1(t) — 0 quand t — 0, ceci implique bien que

F(a)(h) = Tim L2t = f(@)

t—0 t

Corollaire 1.4.4. Soit a € R™ et V un voisinage de a dans R™. Si f : V — RP est
différentiable en a, alors, f’(a) est unique.

DEMONSTRATION : L’application linéaire f’(a) est en effet entierement déterminée par les

égalités du théoreme 1.4.3. [ |
Exemples 1.4.5. 1)  L’application f : R? — R telle que
Ve = (:m) , f(x) = 2129
Z2

est différentiable en tout point a = (Zl ) € R? et sa dérivée en a = (Zl ) est Iapplication
2 2

linéaire de R? dans R telle que

vh= (1)@m= e+ ks = (a2 ar) ()

2)  L’application f : R?> — R? telle que
N _ [ T1+ X2
e (2) - ()

est différentiable en tout point a = <a1 ) € R? et sa dérivée en a = (al

t Papplicati
@ az) est Iapplication

linéaire de R? dans R? telle que

Vh = (Z;) . (@) (h) = (h + ho, arhs + azha) = ( - ) (Z;)

as ai
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Chapitre 1 : Applications différentiables et théoréme des fonctions implicites

DEMONSTRATION : 1) En effet, on peut écrire :
fla+h)— f(a) —azhi — arthy =

(a1 + hy)(az + ha) — ajas — ashy — ajhe = hihs

et on a :

1 1
|h1ha| < §(|h1|2 + |ho)?) = 5 (R, ho)|13

2) De la méme fagon, on écrit :

Fa+h) - fla)— (alzgj;‘jhl) -

(a1+h1+a2+h2)_(a1+a2)_< h1+h2 ):
(a1 + hi)(az + ha) aias arhs + ashy
B 0
hihs

1 1
< §(|h1|2 + |ho)?) = 5 (R, ho)|13
2

et

()

Proposition 1.4.6. 1)  Toute application constante est différentiable, de dérivée
nulle en tout point.

2) Toute application linéaire T : R™ — RP est différentiable en tout point x € R™ et
sa dérivée est I'application linéaire constante, égale a T'.

3)  Toute application affine continue définie par Vx € R" , Az =b+Tx, oub € R? et
T € (R";RP) est différentiable en tout point x € R™ et sa dérivée est I'application linéaire
constante, égale a T.

DEMONSTRATION : 1) est évident
2) Soit x € R™. On écrit :
T(x+h)—T(x) =T(h)
D’ou T'(z) = T pour tout z € R™.
3) se démontre comme 2). |

fla+th) — f(a)
t

Définition 1.4.7. Le vecteur de RP défini par tlin(l] quand il existe est

appelé dérivée de f suivant le vecteur h.

On peut donc interpréter le théoreme 1.4.3 en disant que toute fonction différentiable en a
admet des dérivées suivant tout vecteur de R™.

La réciproque de cette propriété est fausse :



Chapitre 1 : Applications différentiables et théoréme des fonctions implicites

Exemple 1.4.8. L’application f : R? — R telle que

Z2 (23 + 23)1/2
admet des dérivées suivant tout vecteur en (8) mais n’est pas différentiable en ce point.

DEMONSTRATION :  En effet, on peut écrire :

ha

VteR, th( )GRQ, f(th) =t fuhy =tf(h)
ha 1/2

(hf + h3)
Donc

et f admet en 0 une dérivée suivant tout vecteur h € R? qui vaut f(h).
Par contre, si f était différentiable en 0, il existerait deux réels notés a et (3 tels que

O =(a 5) (1) =anm -+t

Mais, en posant comme au paragraphe 1

= (3) (1)

d’apres la démonstration précédente,

f(0)(er) =a = f(er) = 0et f/(0)(e2) =B = f(e2) =0
Ceci impliquerait que pour tout h € R2, f(h) = 0 ce qui n’est pas vrai. f n’est donc pas
différentiable en 0. [ |

Proposition 1.4.9. Si f est dérivable en a € R", elle est aussi différentiable si on remplace
les normes de R™ et RP par des normes équivalentes et f’(a) ne change pas lors d'un tel
remplacement.

DEMONSTRATION : 11 suffit de remarquer que, par définition de I’équivalence des normes,

la quantité
1f(a+h) — f(a) — f'(a)h]
172
est majorée et minorée par une constante fois la méme expression calculée avec les autres
normes. |

Théoréme 1.4.10. (Composition avec une translation)

Soient a € R™ et f : V — F une application d’un voisinage V de a dans R™, a valeurs dans
RP. Soit g € R™ et fy Iapplication de xog + V a valeurs dans R? telle que

Ve €xo+V, folx) = f(x — o)
Alors, si f est différentiable en a, fy est différentiable en a + xq et
fola+@0) = f'(a)
DEMONSTRATION :  Si f est différentiable en a, on écrit
fola+xo+h) — fola+xo) = fla+h) — fla) = f(a)(h) + [|h] e(h)
avec ¢ — 0 quand h — 0.

D’ou la différentiabilité de fy en a + zq et 1'égalité fi(a + zo) = f'(a). |
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Chapitre 1 : Applications différentiables et théoréme des fonctions implicites

Théoréme 1.4.11. (Composition avec une application linéaire)

Soient a € F et f : V — RP une application d’un voisinage V de a dans R™, a valeurs dans
RP, différentiable en a.

1) SiueZ(RP;RY), uof est dérivable en a et
(uof)'(a) = uof'(a)

2) SiveZ(R%R") et siv(b) =a, fov est dérivable en b et
(fov)'(b) = f'(a)ev

DEMONSTRATION : 1) La relation
fla+h) = fla) = f(a)(h) = [|h]| e(h)

avec limy,_,oe(h) = 0 entraine :

(uef)(a+h) = (uef)(a) — (uef'(a))(h) = ||hll1(h)

avec €1(h) = uoe(h) et donc limp_ge1(h) =0

2) On a
(fov)(b+ k) = fla+v(k) = f(a) + f'(a)(v(k)) + [lv(k)]|(v(k)) =
(fov)(0) + (f(a)ev)(k) + ||kl e2 (k)
avec |lea(k)|| < [le(v(k))] ||v|| — 0 quand k& — O. |
Corollaire 1.4.12. 1)  Si u est un isomorphisme de RP dans lui-méme, alors une

condition nécessaire et suffisante pour que f soit différentiable en a est que uof soit
différentiable en a.

2)  Si v est un isomorphisme de R™ dans lui-méme, une condition nécessaire et
suffisante pour que f soit différentiable en a est que fov soit différentiable en v—1(a).

Le deux parties du théoreme 1.4.11 ont des applications fondamentales, commencons par la
propriété 1) :
Définition 1.4.13. Soit f: V C R™ — RP. Pour tout y € (RP)*, 'application
z— fU(z) = y(f(x) = yof(x)
de R™ dans R est appelée la fonction scalarisée de f.

Application 1.4.14. (Scalarisation)

Soit V' un voisinage de a dans R™ et f : V — RP. Si f est différentiable en a, alors pour tout
y € (RP)*, I'application x — fY(z) de R™ dans R est différentiable en a et

VheR™, (fY) (a)(h) = y(f'(a)(R)) = (yof'(a))(h)

DEMONSTRATION : Il suffit d’appliquer le théoréme 1.4.11 & 'application linéaire y €
Z(RP;R) = (RP)*. [ |

En appliquant ce résultat aux vecteurs de la base canonique de RP, on trouve le corollaire
suivant, sur les coordonnées de f :



Chapitre 1 : Applications différentiables et théoréme des fonctions implicites

Corollaire 1.4.15. Soit f:V C R"™ — RP. On définit les coordonnées de f par :

fi(=)

f2 (@)
Ve e R" | f(x) =

f7(x)

Alors si f est différentiable en a, pour tout j =1,2,...,p, f7 est différentiable en a et

(f7)"(a)
DEMONSTRATION :  En effet si y est le jéme vecteur de base, f¥ = f7. |

Remarque 1.4.16. La réciproque de ce résultat est vraie, cest a dire : si f7 est
différentiable en a pour tout j = 1,2,...,p, f est différentiable en a et

(1) (a)
(f*)(a)
f'(a) = :

(f?)(a)
DEMONSTRATION : En effet, il suffit de remarquer que
f=flei+ fPea+ ...+ fPep

et appliquer les définitions. [ |
A cause de ces deux résultats, en étudiant chaque coordonnées de f séparément, on se
ramenera toujours a des fonctions a valeurs dans R.

La propriété 2) du théoreme 1.4.11 a également une conséquence fondamentale :

Définition 1.4.17. Soit f : V C R® — RP. Soit a € D. Pour tout ¢ = 1,2,...,n,
Papplication partielle de f en a, est la fonction d’une variable réelle définie par :

t— f(a+te;)

En accord avec les notations du théoréme 1.4.3, la dérivée de cette application en t = 0,
est appelée dérivée partielle de f en a, selon le vecteur e; et vaut f’(a)(e;). On notera

fl(a) = f'(a)(e;) la fonction de a ainsi obtenue.

En utilisant la composition par les applications linéaires de R dans R™ définies par
u;(t) = a + te;, le théoreme 1.4.11 implique le résultat suivant :
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Application 1.4.18. Si f : R” — R est différentiable en a, elle admet des dérivées partielles
suivant tous les vecteurs de la base canonique, données par :

fi(a) = f'(a)(es)

Remarque 1.4.19. Contrairement au cas des applications coordonnées de f (1.4.15 et
1.4.16), la réciproque de ce théoréme n’est pas vraie : la fonction f de I'exemple 1.4.8 n’est
pas différentiable en 0 mais a des dérivées partielles en ce point.

[’étude de la différentiabilité des fonctions de plusieurs variables ne se ramene donc pas a
celle des fonctions d’une variable.

1.5 Vecteur tangent, gradient, matrice jacobienne.

Exemple 1.5.1. f:V CR — R.

On retrouve la définition usuelle de la dérivabilité des fonctions d’une variable réelle a valeurs
réelles.

Exemple 1.5.2. f:V C R — RP,

Si f est différentiable en a, sa dérivée au point a, f'(a) est un élément de Z(R;R?). En
termes de matrice, les éléments de-Z’(R; RP) sont représentés par des matrices p x 1, c’est &
dire par des matrices colonne a p éléments. On peut donc l'identifier a un élément de RP?.

Définition 1.5.3. Si f est 'équation d’un arc paramétré de RP, on appellera f'(a) le
vecteur tangent a I'arc en a.

Posons comme précédemment

fP(z)
D’apres le corollaire 1.4.15, on trouve que pour tout j = 1,2, ..., p, la j-éme coordonnée de
f'(a) est la dérivée de la j-éme coordonnée f7 de f en a, ce qui s’écrit encore :

(1) (a)
(f*)(a)
f'(a) = :

(f7)(a)
Exemple 1.5.4. f:V CR"” - R.

Si f est différentiable en a, sa dérivée au point a, f’(a) est un élément de.Z’(R™;R) = (R™)*.
En termes de matrice, les éléments de Z(R™;R) sont représentés par des matrices 1 X n,
c’est a dire par des matrices ligne a n éléments.
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Soit {eq,ea,...,e,} la base canonique de R™. Alors, par définition la i-éme dérivée partielle
de f est égale a la valeur de la forme linéaire f’(a) sur e;. On a donc ’égalité :

fi(a) = f'(a)(e:)

qui s’écrit encore dans ce cas :

fla)=(fila) fyla) . . . fi(a))

Définition 1.5.5. La forme linéaire f’(a) est appelée gradient de f en a.

Revenons au cas général :

Définition 1.5.6. Si f: V C R™ — RP? est différentiable en a, alors f'(a) € £ (R™,RP).
Cette application linéaire est représentée par une matrice p X n a p lignes et n colonnes,
appellée matrice jacobienne de f en a et notée J¢(a).

Soient f7 , 1 < j < p les coordonnées de 'application f. Alors, d’apres le théoreme de
scalarisation 1.4.14 , on a : . .
(f'(a))” = () (a)

En d’autres termes, la j-ieme coordonnée de la différentielle de f en a est égale a la
différentielle de f7 en a.

D’autre part, d’apres le corollaire 1.4.15, si {eq, ea, ..., e, } est la base canonique de R™, alors,
par définition la i-ieme dérivée partielle de f’(a) est égale a la valeur de I’application linéaire
de R™ dans R? f’(a) sur e;, c’est a dire

fi(a) = f'(a)(e:)

Matriciellement, ceci s’exprime par la relation suivante :

(f1)(a) (f2)(a) . (f3)(a)
(f2)(a) (f)(a) . (f3)(a)
J¢(a) = . .

(1) (a) (f2)(a) . (fF)(a)

On peut aussi dire que les colonnes de J¢(a) sont les dérivées partielles de f selon les vecteurs
de la base canonique de R™ et que les lignes de f sont les dérivées des coordonnées de f
dans la base canonique de RP.

Exemples 1.5.7. 1) L’application f:R? — R telle que
Vo = (:m) , f(x) = 2179
€2

a pour matrice jacobienne :

Jy(a) = (a2 ar)

12
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2)  Lapplication f : R? — R? telle que

[T [ T1t+ 22
vx_(l‘g) af(‘r)_< T1To )

a pour matrice jacobienne :

DEMONSTRATION : 1) En effet, on peut écrire :
fila) = az et fi(a) = a1
2) De la méme fagon, on écrit :

(fD)(a)=1,(f2) (@) =1, (f{)(a) = a2, (f3)'(a) = ax

1.6 Regles de différentiation

Théoreme 1.6.1. Soient a € R™ et V un voisinage de a dans R". Soient f et g deux
fonctions définies de V' dans RP et \ et u deux scalaires.

Alors, si f et g sont différentiables en a, \f + pg I'est aussi et
(Af + ng)'(a) = Af'(a) + g’ (a)
DEMONSTRATION : Par hypothése, on a
fla+h) = f(a) + f(a)(h) +e1(h)||h] avec e1(h) — 0 quand h — 0
gla+h) =g(a)+ g (a)(h) +e2(h) ||h|| avec ea(h) — 0 quand h — 0
D’ou
(Af + pg)(a+h) = (Af + pg)(a) + Af'(a)(h) + ng'(a)(h) + Aex (B) [|h]] + pea(h) |1

En posant ¢(h) = Aey(h) 4+ pe2(h), on voit que e(h) — 0 quand h — 0 et ceci prouve le
théoreme 1.6.1. [

13
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Théoreme 1.6.2. Soient a € R™ et V un voisinage de a dans R™. Soient f une fonction
définie dans V' a valeurs dans R? et g une fonction définie dans un voisinage W de f(a) dans

RP, & valeurs dans RY.

Alors, si f est différentiable en a et g est différentiable en f(a), gof est différentiable en a et

(9of)'(a) = ¢'(f(a))of'(a)
DEMONSTRATION : Par définition de la différentiabilité de f en a, on a :

fla+h) = f(a)+ f'(a)(h) +e1(h)||h| avec e1(h) — 0 quand h — 0

ou encore en posant k = f’(a)(h) +e1(h) ||h| (k est donc un vecteur de RP),

fla+h)=f(a)+k

En appliquant ’hypothese de différentiabilité de g en f(a), on peut écrire :

(9of)(a+h) =g(f(a+h)) =g(f(a) +k) =g(f(a)) + g (f(a)(k) +ea(k) | ]
avec €2(k) — 0 quand k — 0
soit encore :
(gof)(a+h) = g(f(a)) +g'(f(a))ef (a)(h) +er(h) |R]]) + e2(k) [|K]| =
(9of)(a) + ' (f(a))ef (a)(h) +e(R) 12|

avec

e(h) |hll = g’ (f(a)) (e2(R)) Il + e2(k) | (a)(R) + ex(h) [IR]l]

Dot [le(h)ll < [lg'(F (@)l llex (M| + lle2(B) [ lex (A)]]-
Si h — 0, alors k — 0 et e2(k) — 0, et par suite, (h) — 0.
Ceci prouve le théoreme 1.6.2.

Corollaire 1.6.3. Soit f une application bijective de V dans W, différentiable ainsi que

son inverse. Alors, en posant b = f(a) :

(e = (rue))

Application 1.6.4. Si f: V CR" - RP, et g =W C RP — RY, o1 V est un voisinage
de a dans R™ et W un voisinage de f(a) dans RP, alors on a la relation suivante entre les

matrices jacobiennes de f en a, de g en f(a) et de gof en a :

Jgor(a) = J4(f(a))Jy(a)

Exemple 1.6.5. Soit f : R? — R? I’application telle que

Vo = (i;) . flx) = (33;314;3232)
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et soit g : R? — R I’application telle que

Vo = (””) . g(z) = 2129

X2

Alors, gof a pour matrice jacobienne :

Jg(f(a))Js(a) = (ara2 a1 +az) (

On vérifie directement que l'application gof, définie par

1 1

a CL1> = (2a1a2 + a3 2ajas +a?)

gof(z) = z122(71 + 22)
admet pour dérivée
(9o8) (a)(h) = (24102 + a3)hy + (2102 + a3)hs

1.7 Théoreme des Accroissements Finis.

Définition 1.7.1. 1) Une fonction f définie sur un ouvert D de R™ est dite
différentiable sur D si elle est différentiable en tout point de D.

2)  La fonction f': D —Z(R",RP) est appellée la dérivée de f sur D.
3) Si f est différentiable sur D et si sa dérivée f’ est continue sur D on dira que f
est continiiment différentiable sur D. On dira aussi que f est de classe C* sur D.

Rappelons deux résultats classiques pour les fonctions d’une varaible réelle, a valeurs réelles :

Théoréme 1.7.2. (Théoréeme de Rolle)
Soit f une fonction continue d’un intervalle [a,b], a valeurs dans R, dérivable sur |a,b[ et

Y

telle que f(a) = f(b). Alors il existe ¢ €]a, b| tel que : f'(c) = 0.
Théoréme 1.7.3. (Théoreme des accroissements finis scalaire)

Soit f une fonction continue d’un intervalle [a, b], & valeurs dans R, dérivable sur |a, b[. Alors
il existe ¢ €|a, b| tel que : f(b) — f(a) = f'(¢)(b— a).

On en déduit immédiatement un théoreme des accroissements finis pour des fonction d’une
variable vectorielle, a valeurs scalaires.
Théoréme 1.7.4. (Théoreme des accroissements finis pour des fonctions a valeurs scalaires)
Soit f une application différentiable d’un ouvert D de R", a valeurs dans R. Si le segment
[a,a + h] C D, il existe 6 €]0, 1] tel que :

fla+h) = f(a) = f'(a+0h)(h)
ce qui s’écrit aussi : il existe ¢ €]a,a + h[ tel que :

fla+h) = fa) = f'(c)(h)

DEMONSTRATION : On applique le théoréme des accroissements finis scalaire 1.7.3 & la
fonction F(t) = f(a + th). Cette fonction est définie sur [0, 1], dérivable sur [0,1] et
F'(t) = f'(a + th)(h). Il existe donc ¢ €]a,a + h[ tel que F(1) — F(0) = F’(c), ce qui
prouve le résultat. [ |
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Remarque 1.7.5. Le résultat précédent est faux si la fonction f est a valeurs dans un
espace vectoriel de dimension supérieure ou égale a 2.

On peut a partir de ces résultats obtenir le théoreme des accroissements finis pour les
fonctions a valeurs vectorielles :

Théoréme 1.7.6. (Théoreme des accroissements finis)

Soit f une application différentiable dans un ouvert D de R", a valeurs dans RP. Si
l[a,a+ h] C D, on a:

If(a+h) = fl@)l <[l sup [If' ()]

z€la,a+h|

DEMONSTRATION :  Soit v € (RP)*. L’application vof : D — R telle que vof(z) = v(f(z))
est une application différentiable (d’apres le théoréme 1.4.11 1)) sur D, & valeurs réelles. On
peut donc écrire d’apres le théoreme 1.7.3 :

vef(a+h) —vef(a) = (vef)'(a+6h)(h) = vof'(a+ 6h)(h)
avec 6 €]0, 1] (qui dépend de v). D’on
vef'(a+0h)(h) < o[l IIf'(a+ OR) | [|AI] < [[v] [|2]| sup{||f*(a + OR)I| | 6 €]0, 1]}

d’apres les rappels sur les normes d’applictions linéaires (paragraphe 1.3.).
On en déduit donc :

If(a+h) = f(a)l| = sup{lvef(a +h) —vof(a)| | (o]l <1} <
17l sup{[[.f(a + 6R)]| | 6 €]0,1[}
et ceci prouve le théoreme 1.7.6. [ |
Corollaire 1.7.7. Sous les mémes hypothéses,

1) SiTeZ(R"RP)

Y

1f(a+h) = f(a) = T(R)|| < [|hlsup{[|f"(z) =T | = €la,a + hl}

2)
1f(a+h) = fa) = f' (@)W < [|B]sup{[[f(x) = f(a)l| | = €]a,a+ h[}

3)  Si D est connexe et si f'(x) =0 pour tout x € D, alors f est constante sur D.

Pour démontrer la propriété 3), on utilisera ’équivalence suivante :

D est connexe si et seulement si il existe une ligne polygonale joignant deux points arbitraires

de D.
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Proposition 1.7.8. Soit f une application différentiable dans un ouvert D de R", a valeurs
dans RP. Si f’ est continue en a, on a, pour tous h et k € R™ :

fla+h) = fla+k)=f'(a)(h—k)+ ||h— k| e(h — k)
avec ¢ — 0 quand h,k — 0.

Définition 1.7.9. Dans ce cas, on dit que f est strictement différentiable en a.

DEMONSTRATION :  Si'on définit la fonction e(h, k) par la formule de I’énoncé, le corollaire
1.7.7 appliqué aux points a + h et a + k implique :

le(h, B)II < sup{|[f"(a + h) — f'(a+ k+ 0(h — k)| | 6 €]0,1[}

< sup{[|f'(z) — f'(a)|| | = €]la,a+ h[} +sup{[lf'(y) = f(a)ll |y €la+ h,a+k[}

Orsi hk —0,xr— aety—a.
Comme par hypothese, f’ est continue en a, les deux quantités

sup{[|f'(z) = f'(a)ll | = €la,a + A} et sup{||lf'(y) — f'(a)ll |y €la+h,a+ k[}

tendent vers 0, ce qui implique bien que e(h, k) — 0 quand h, k — 0. [ |

On peut maintenant énoncer un résultat fondamental et tres pratique sur les fonctions de
classe C* :

Théoreme 1.7.10. Soit f une application différentiable dans un ouvert D de R™, a valeurs
dans RP. Alors, f est contintiment différentiable sur D si et seulement si f admet en tout
point a € D, des dérivées partielles continues.

DEMONSTRATION :  Si f/ existe sur D et est continue, il en est évidemment de méme pour
les f/.
?

Réciproquement, supposons que les f! existent et soient continues sur D. Pour simplifier,
plagons-nous dans le cas ou n = 2, le cas général s’en déduit sans difficulté.
Soit h € R?. On écrit :

fla+h)— f(a) = flar + h1,a2 + ha) — f(a1,a2) =
flay + hy,as + he) — f(ar + h1,a2) + f(a1 + h1,a2) — f(ai, az)
On a, par définition de Vexistence de f! :
flar + hi,a2) — f(ar, a2) = fi(a)(ha) + e1(h) |||

avec |le1(h)|| — 0 quand h — 0.

Par la proposition 1.7.8 , on a :
flar + hi,a2 4+ he) — flar + hi,a2) = fy(a)(ha) + e2(h) ||ha|]

avec |lea(h)|| < supgeo 11 [1f2(a1 + hi, a2 + 0ha) — f3(a1, a2)].
Par hypothese, f5 est continue donc &1(h) — 0 quand h — 0.
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Donc
fla+h) — f(a) = fi(a)(h1) + f3(a)(ha) + [[hall €1 (h) + [|hal| €2(h)

Ainsi f est différentiable en a et

f'(@)(h) = fi(a)(h1) + f3(a)(h2)

Comme de plus, f{ et f5 sont continues, il en est de méme de f’. [

1.8 Théoreme des fonctions implicites

Définition 1.8.1. Soit f une application de R x R dans R. On appelle fonction implicite
définie par la relation f(z,y) = 0, toute application g d’une partie A de R dans une partie
B de R telle que, restreinte A x B, la relation f(x,y) = 0 soit équivalente a la relation

y=g(z).
On peut maintenant énoncer le théoreme des fonctions implicites :

Théoreme 1.8.2. Soit f une application d’un ouvert D de R X R, a valeurs dans R.

Soient a,b € R x R tels que f(a,b) = 0. On suppose de plus que f est continue sur D, que
la dérivée partielle f} existe et est continue sur D et que fi(a,b) # 0.

Alors, il existe un voisinage A de a dans R , un voisinage B de b dans R et une fonction
continue g de A dans B, tels que la restriction a A x B de la relation f(z,y) = 0 soit
équivalente a la relation : y = g(x).

Théoreme 1.8.3. Sous les hypothéses du théoréme 1.8.2, on suppose de plus que f est
différentiable en (a,b) € A X B et que f}(a,b) est un isomorphisme de F sur G.

Alors, g est différentiable en a et

g/(a’) = _(fé(a’: b))_lof{ (aa b)
Exemple 1.8.4. On considére la courbe d’équation cartésienne x(z? +y?) — (y*> — 22) = 0.

Posons f(z,y) = z(x? + y?) — (y*> — 22). Alors f est dérivable en tout point de R? et :

fi(v,y) =32 + 22, fi(z,y) =2(z — 1)y
De plus, on a :
2
f{(a:,y):() = x:Ooug;:_g
fﬁ(x,y):o A Z‘Ilouy:()

Remarquons d’abord que I'équation z(z? + y?) — (y* —22) = y?*(z — 1) + 2?(z + 1) =0 n’a
de solution que si —1 < z < 1.
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En tout point (a,b) tel que b # 0, fi(a,b) # 0 et par le théoreme des fonctions implicites,
cette courbe est représentée, au voisinage du point (a,b), par une équation y = (), avec
¢ de classe O .

Au point (—1,0), f{(—1,0) # 0 et par le théoreme des fonctions implicites, cette courbe est
représentée au voisinage de ce point par une équation x = 1)(y), avec ¢ de classe C.
En (0,0), le théoreme des fonctions implicites ne s’applique pas.

En dessinant la courbe, on constate qu’au point (0, 0), il passe deux arcs de courbes distincts
donc on ne peut pas représenter cette courbe par une équation du type précédent.

1.9 Notations différentielles

Dans la pratique, pour des fonctions a valeurs réelles, on utilisera des notations tres
suggestives, qui ont le tres grand mérite de résumer les formules démontrées dans les
paragraphes précédents.

Si f est une fonction différentiable de n variables x1,xo, ..., z,, la différentielle de f sera
notée df et on définit alors la relation suivante :

df(Il,.CEg, ,.CL‘n) =

fi(z1, o, ooy xy)dxy + fo (21, T2, ooy Ty )dxe + oo + f1 (21, T2y ooy Ty )dTy,

En particuliers, si y — f(z) = 0, on aura par convention :

dy = f'(z)dx
soit encore si x € R : p
i~ W

Cette convention de notation permet de retrouver des regles de différentiation :

Regle de différentiation des fonctions composées :

Siz=g(y) et y = f(x), ou f et g sont des fonctions différentiables, la dérivée de gof
s’obtient en différentiant successivement les deux relations :

dz = g'(y)dy . dy = f'(z)dz
et en reportant la valeur de dy fournie par la deuxieme formule dans la premiere formule :
dz = ¢ () f'(2)da = g/ (£(2)  ()da
et on retrouve ainsi la formule donnée au théoreme 1.6.2.
Regle de différentiation des fonctions implicites :
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Soit f une application de classe C! d’'un ouvert D de R x R, & valeurs dans R.
En différentiant la relation f(z,y) = 0, on trouve :

Fi(x, y)de + fi(z,y)dy =0

Si pour x = a et y = b, fi(a,b) # 0, alors la relation f(z,y) = 0 définit implicitement une
relation y = g(x) dans un voisinage de (a, b) et la différentielle de g se calcule a partir de la
différentielle de la formule précédente :

dy = —(f3(z,9)) " fi(z,y)do

On retrouve de méme la formule démontrée au théoreme 1.8.2.

1.10 Différentielles secondes.

Définition 1.10.1. 1)  Soit f une application continiment différentiable d’un ouvert
D de R™, a valeurs dans RP. Si la dérivée f’ de f est différentiable en a € D, sa dérivée est
appelée dérivée seconde de f en a et est notée f"(a).

2)  Sipour tout a € D, f"(a) existe, on dira que f est deux fois différentiable sur D.

3) Si f” existe et est continue sur D, on dira que f est deux fois continiiment
différentiable sur D ou de classe C?.

On a vu dans le paragraphe 1.4 que pour tout x € D, f/(x) €Z(R",RP). Donc f’ est une
application de D C R™ & valeurs dans.Z’(R"™, RP). Par suite, la dérivée seconde de f est une
application de D C R", & valeurs dans.Z’(R" .2 (R", RP)).
C’est a dire :

Vee D, VheR", f(z)(h) e (R, RP)

et encore :

VeeD,VheR",Vke E, (f"(z)(h))k e RP
Pour comprendre la nature de ces espaces, on a besoin d’un lemme que I'on admettra :

Lemme 1.10.2. II existe une isométrie linéaire surjective de < (R".Z(R",RP)) dans
Z(R™,RP), espace des applications bilinéaires de R™ x R"™ dans RP.

Notations 1.10.3. On identifiera toujours les espacesZ (R" < (R", RP)) et. % (R™,RP) et
on le notera. %8 (R™,RP). La dérivée seconde d’une application de R™ dans RP apparait ainsi
comme un application d’un ouvert D C R"™ dans.% (R", RP).

Rappel 1.10.4. On dira qu'un élément u € % (R",RP) est symétrique si

Vh,k € R™ , u(h, k) = u(k, h)

Le résultat suivant exprime la symétrie de la dérivée seconde :
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Théoreme 1.10.5. Soit f une application d’un ouvert D de R™, a valeurs dans RP. Si f
est deux fois différentiable en a € D, f”(a) est une application bilinéaire symétrique de R™
dans RP.

DEMONSTRATION :  Puisque D est ouvert, pour tout h, k € R™, il existe » > 0 tel que
VA jul <r=a+ A+ uk €D
Posons, pour tout t € [—r, +7],
A=f(a+t(h+k) — fla+th) — fla+tk)+ f(a)

Alors
A =g(h) —g(0)

ol
9(&) = fla+t(E+ k) — fla+1tE)
En différentiant g, on trouve :

g€ =tf'(a+t(E+k) —tf (a+1te)

On a alors :
|A =" (a)(h. k)| = ||g(h) — g(0) —t2f"(a )(h, k)| <

[R]| sup |g'(&) — 2 f"(a)(.. k)| =
£€]0,h]

1Al sup ||[tf"(a+t(&+ k) —tf (a+1&) — £ f"(a) (., k)|
£€]0,h]
Par définition de f” on a :
flat+tE+k) = f'(a) +tf"(a)(., &+ k) + ter(t,€) [|€ + k]|
flla+t&) = f'(a) +tf"(a)(., &) + ter(t, &) €]

ou &1(t,&) et e2(t,&) — 0 uniformément par rapport a & quand ¢ — 0. D’ou :

1A= 21" (@) (k. k)| <

1721 S [£Pe1(t.€)|| 1€ + hll — 2 (t,€) € + hl| < #2(2)
€10,

ou £(t) — 0 quand h — 0.
On déduit de ces inégalités que

A
= — ["(a)(h, k)
t
lorsque t — 0. Comme A est symétrique par définition par rapport a h et k, il en est de

méme de [ (a)(h, k). |

Dans le cas des fonctions a valeurs réelles, les dérivées seconde sont des applications
bilinéaires a valeurs réelles, qui s’appellent des formes bilinéaires. Dans ce cas, nous avons
une représentation maticielle tres simple, que 'on admettra :
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Proposition 1.10.6. Représentation matricielle.

Soit b €. % (R™; R une forme bilinéaire sur R". Il existe des coeflicients a;; , 0 <1i,j <n tels
que :

X1 Y1
X2 Y2 n
n . .
VQT,yGR ; L= s Y= ) b(ﬂ?,y): § E Qi LY —
' ' i=1 j=1
Tn Yn
aix a2 . . . Qin n
21 G22 . . . Q2n Y2
(331 ro . . . In)
an1 an2 . . . Ann Yn

La forme bilinéaire est symétrique si et seulement si a;; = aj; pour tout 0 < 1,5 < n, c’est
a dire que la matrice des a;; est symétrique.

Application 1.10.7. Soit f : V C R™ — R. Si f”(a) existe, c’est une forme bilinéaire
symétrique. Les coefficients de la matrice de f"(a) sont par définition f”(a)(e;,e;), c’est a
dire les dérivées partielles de f par rapport a la iéme variable puis par rapport a la jéme
variable. On notera cet élément f]i(a). Par suite, si h et k sont deux vecteurs de R, de

hi k1
h2 ka

coordonnées h = | . [etk=| . |, f"(a)(h,k) sécrit :
hn, kn,

F@) k) = 3 fh(@)hik,

=1

Remarque 1.10.8. Le théoréme 1.10.5 apparait donc comme une généralisation du
principe de symétrie de Schwarz, c’est a dire que pour tout i,j € {1,2,...,n},

fij(a) = fiia)
Exemple 1.10.9. Soit f Iapplication de R? dans R® définie par
fla,y) = 222y — y*
On a:
fi(a,b) = 4ab , fy(a,b) =2a* —4b* | f!1(a,b) = 4b, fi5(a,b) =4a , fis(a,b) = —12b>

L’application bilinéaire sur R?, associée a la dérivée second f”(a, b) est donc représentée par

la matrice :
4b 4a
4b  —1202
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Ce qui s’écrit encore, pour h = i et k= k1 :
hs ko

Frab)(hk) = (b ho) (20 49 N (KUY _ by + dahoky + dahiks — 126%k1 ks
b —1202 ) \ ks

Remarque 1.10.10. Les notations que nous avons utilisées ici peuvent étre modifiées
lorsqu’on se trouve dans une situation concrete, en particulier, lorsque f est une application
de R? ou R3 dans R. Prenons le cas de R? : les coordonnées d’un vecteur se notent

Xz

Y
z

Les dérivées partielles de f sont notées
fur £y 1
ou encore
of of of
ox’ Oy’ 0z

Les dérivées secondes s’écrivent de la méme fagon

1 12 12 12
fmx?fxy?fmz?fyy? .

ou encore
o2 9°f 9%f 0°f
0x2’ 0x0y’ 0x0z Oy2’ "~
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Chapitre 2 : Intégrales Multiples

2
INTEGRALES MULTIPLES

Dans ce chapitre, on considere des fonctions, définies sur une partie de IR"”, n > 1, a valeurs
dans K = R ou C. Ce sont donc des fonctions de n variables que nous noterons : f(t1, to, ...t, ).
On cherche a intégrer ces fonctions par rapport a ces n variables sur des domaines donnés
de R™. Pour des raisons ensemblistes profondes, il n’est pas possible de définir 'intégrale de
n’importe quelle fonction de n variables sur n’importe quel domaine de R™. On est obligé
de se limiter a une classe de fonctions appelées fonctions boréliennes et a certains ensembles
de R™ appelés ensembles boréliens. Nous allons étudier ces notions mais on peut déja se
rassurer : il est tres difficile de construire des fonctions non boréliennes ou des ensembles non
boréliens et dans la pratique, toutes les fonctions que nous rencontrerons seront boréliennes
et tous les ensembles seront boréliens.

2.1 Ensembles boréliens dans R”.

Définition 2.1.1. Un ensemble.7” de parties de R™ est appelé tribu s’il vérifie les propriétés
suivantes :

2) Al,AQ,...Ee/ﬁjUizlAi e
i) AeT = A =R\ AeT

Exemples 2.1.2. 1)  l’ensemble.(R"™) de toutes les parties de R™ est une tribu.

2)  L’ensemble de tous les disques de R? n’est pas une tribu. L’ensemble de toutes
les boules de R? n’est pas une tribu.

Les tribus possedent les propriétés suivantes :

Proposition 2.1.3. Soit.7 une tribu de R™. Alors :
2) Al,AQ,... Ee/o_:>ﬂi21Ai e
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ii) A BeJ ,BCA=A\BeJ
DEMONSTRATION : i) On pose pour tout i > 1, B; = A¢. Alors, B; appartient & la tribu
" et par définition, U;>1B; €7 . Or U;>1B; = U;j>145 = (ﬂizlAi)c. Donc par définition,
Ni>1A; = ((ﬂizlAi)c)c appartient 4.7 .
i) On écrit : A\ B = AN B°. Comme A et B® sont dans.7 , leur intersection y est aussi. W
Définition 2.1.4. On appelle tribu borélienne sur R", la plus petite tribu contenant tous

les ouverts de R™ et on note cette tribu.7,,. Les ensembles appartenant a la tribu borélienne
s’appellent les ensembles boréliens.

Rappelons qu'une partie U de R™ est ouverte si pour chaque point £ € U, il existe r > 0 tel
que la boule B(&,r) de centre £ et de rayon r est incluse dans U. Un partie de R™ est fermée
si c’est le complémentaire d’une partie ouverte.

On peut montrer que la tribu borélienne existe et qu’elle est strictement plus petite que
I’ensemble de toutes les parties de R™. Par contre, il est tres difficile de construire une partie
non borélienne de R” et toutes celles que nous utiliserons seront boréliennes.

Par définition, la tribu borélienne contient tous les ouverts, tous les fermés et toutes les
réunions dénombrables ou intersections dénombrables d’ouverts et de fermés. En particulier
sur R, la tribu borélienne contient tous les intervalles. Elle contient aussi des ensembles qui
ne sont pas des intervalles ou des réunions d’intervalles, par exemple Q.

En fait, ces tribus contiennent bien d’autres ensembles, mais nous n’en aurons pas l'usage
ici.
Théoréme 2.1.5. Soit.7,, la tribu borélienne sur R™. Il existe une et une seule application
A\p 2T — RT telle que :
1) Si Aj, As,... sont des ensembles boréliens disjoints, A, (U;>14;) Z An(
i>1

2)  Vag, by € [—00,+00] , M(ITi_qlak, b)) = 15—, (bk — ax), ot nous conviendrons
que 0 X oo = 0.

3) A\, est invariante par translation et par rotation.
Nous admettrons ce théoréme. Notons que A, (R™) = +0o0 mais que \,,(R"~! x {0}) =
Définition 2.1.6. L’application ci-dessus est appelée mesure de Lebesgue sur R"”.
Remarque 2.1.7. Sin =1, la valeur A1(A) représente la longueur de A.
Sin =2, A\y(A) représente I'aire de A.
Sin =3, A\3(A) représente le volume de A.

Pour n quelconque, on dira que A\, (A) est la mesure de A dans R™.

On peut montrer qu’une telle application \,, n’existe pas sur I’ensemble des parties de R™.
Ceci est di au fait qu’il existe des parties de R™ trop compliquées pour qu’on puisse calculer
leur mesure.

Proposition 2.1.8. 1) Soient A, B €., telles que A C B. Alors \,(A) < \,(B).
2)  Soient Ay, A... €, Alors, Ay(Ui>14;) <Y An(A
1>1

DEMONSTRATION : 1) On écrit B = AU (B \ A). Cette réunion est disjointe donc par le
théoreme 2.1.5, A\, (B) = Ay (A) + A\ (B\ A) > M\, (4).
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2) On définit de nouveaux ensembles de la fagon suivante :

/1 = Al \ (Al N (Uizg Az) s ,2 = A2 \ (A2 N (Uizg, Az) ... et ainsi de suite.
Alors : U;>14; = U;>1A4,. De plus les A sont disjoints et pour chaque i = 1,2..., A, C A,.
Donc par le théoreme 2.1.5 et la propriété 1) ci-dssus :

An(Uizt Ai) = A (Uiz1 A7) =D A4 <> (A
i>1 i>1
_

Proposition 2.1.9. Soit A €.7,, un borélien de R"™, tel que A soit inclus dans un sous-
espace affine de dimension n — 1. Alors : A\, (A) = 0.

Cette proposition généralise I'idée intuitive que le volume d’une partie plane est nul, la
surface d’une partie incluse dans une droite est nulle et la longueur d’un point est nulle.

DEMONSTRATION :  Par définition, A, est invariante par translation et rotation. On peut
donc supposer que le borélien A est inclus dans le sous espace R ! x {0}. Or, on a déja
remarqué apres le théoréme 2.1.5 que A, (R"™! x {0}) = 0, ce qui prouve la proposition
2.1.9. |

2.2 Fonctions boréliennes de R”.

Définition2.2.1. 1) Soit A C R*, A C.7,. On dit que xa est la fonction
caractéristique de I'ensemble A si elle est définie par :

XA(t1,toyyty) =0si (t1,t2, ... ty) & A et xa(ty, ta, ..., tn) = 1si (t1,ta, ..., t,) € A

2)  On dit qu'une fonction f : R® — R est simple s’il existe k € N, des ensembles
boréliens disjoints Ay, As, ..., A de R" et des scalaires o, as, ..., ar € R tels que

k
f = Z QiXA;
=1

Ceci veut dire que la fonction f vaut a; sur chaque A; et 0 ailleurs. C’est une généralisation
de la notion de fonctions en escalier sur R, qui sont des fonctions de cette forme mais ou les
ensembles A; sont des itervalles.

La proposition suivante est immédiate : c¢’est aussi un analogue de résultats classiques sur
les fonctions en escalier sur R.

Proposition 2.2.2. i)  Les fonctions constantes sur R™ sont des fonctions simples.
it1)  Le module d’une fonction simple est une fonction simple.

i11)  La somme et le produit de deux fonctions simples sont des fonctions simples.

Définition 2.2.3. i) On dit qu’une fonction réelle f définie sur une partie de R™
a valeurs dans R est borélienne si quel que soit a € R, I'ensemble

{(t1,ta, .oy tn) €ER™ | f(t1,ta, ... tn) < a}
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est un ensemble borélien de R™.

it)  On dit qu’une fonction complexe f définie sur une partie de R™ est borélienne si
sa partie réelle et sa partie imaginaire le sont.

En particulier, on a évidemment :

Proposition 2.2.4. Toute fonction simple sur R™ est une fonction borélienne.

Dans la pratique, bien que ’on sache montrer 1'existence de fonctions non boréliennes sur
R™, il est tres difficile d’en construire et nous ne rencontrerons que des fonctions boréliennes.
En particulier, les fonctions continues ou encore continues par morceaux sont boréliennes.
Aucune difficulté ne sera soulevée a ce sujet.

Donnons les propriétés essentielles des fonctions boréliennes, sans démonstration puisque
cela ne nous servira pas dans la suite :

Proposition 2.2.5. i) Le module d’'une fonction borélienne est une fonction
borélienne.

it)  La somme et le produit de deux fonctions boréliennes sont des fonctions
boréliennes.

i1i)  Toute fonction continue est borélienne.

iv)  Si une suite de fonctions boréliennes (fy)ren converge simplement vers une
fonction f, alors f est borélienne.

Le résultat suivant est fondamental : il va nous permettre de définir 'intégrale des fonctions
boréliennes sur des ensembles boréliens a partir de I'intégrale des fonctions simples.

Théoréme 2.2.6. Soit f : R” — R+ une fonction borélienne positive sur R". Il existe une
suite (fi)ken de fonctions simples sur R™ telles que Yk € N,0 < fi < f et qui converge
simplement vers f.

DEMONSTRATION :  Soit k£ € N fixé. On définit les enserlnbles suivants :
Ag = {(t1, e tn) ER™ | 0 < f(t1,..ntn) < E}

< f(tlaatn) < %}
< Sty ota) < 3)
k2 —1

Ay ={(t1,....,t,) € R™ |

| poF |

Ay = {(t1, s tn) €R" |

A2 1 = {(tl, ceny ) e R" | < f(tl, ,tn) < k}
Ar = {1 a) R | £ (111))

Soit fi la fonction simple égale a Z —XA, c¢’est a dire la fonction qui vaut E sur A;. Il est

=0
clair que pour tout k, 0 < fi < f. Montrons que (fi)ren converge simplement vers f :

soit (t1,ta,...,t,) € R™ fixé.
( tQ, ceey ) = +00, alors fk(tl,tg, ...,tn) =ket fk(tl,tg, ...,tn) — +00.
G otn) < 400, soit k > f(ty,ta, ..., t,). Il existe i < k tel que (tq,ta,...,t,) € A; et

la,
1
alors — < f(t1,...,t ) < Lt et fi(t,ta, ..., tn) = % Donc

1,
v
k

T =

1f(t1y s tn) — fr(tr, s tn)] <
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Ceci prouve bien la convergence simple de (fx)xen vers f.

2.3 Intégrales des fonctions boréliennes positives.

On commence par définir I'intégrale des fonctions simples positives, a valeurs dans R :

k
Définition 2.3.1. Soit f = ZaiXAw avec a; € R, a; > 0 pouri=1,2,....k et ot les A;
i=1
sont des boréliens de R" deux a deux disjoints pour i = 1,2, ..., k. On définit I'intégrale dans
R de f sur R™ par

k
// f(tl,tg,...tn) dtldtg...dtn = ZazAn(Az)
Rr i=1

ot I'on convient que 0.0c = 0.

Montrons que cette intégrale est bien définie : il faut vérifier que si f s’écrit d’une autre
l

fagon f = Z bixB,, ou les B; sont des boréliens de R" deux a deux disjoints et b; > 0 pour
i=1

k !
i=1,2,..,k, alors Y aidn(A;) =) bidn(Bi).
1=1 =1

Pour cela, en considérant toutes les intersections A; N B; pour 7 = 1,..k,7 = 1,...l on

définit des boréliens deux a deux disjoints C;,7 = 1,2, ...m sur lesquels la fonction f est
k

constante, égale a ¢;. Il suffit alors de vérifier que chacune des deux quantités Z a;iAn (A;)
i=1

l m
et > bid,(B;) est égale & Y ;A (C).
Prenons par exemple la premiere somme : comme chaque A; est réunion disjointe d’un
nombre fini de C;, en appliquant la propriété 1) du théoréeme 2.1.5, il est clair que ces deux
sommes vont étre les mémes. Ceci s’applique de la méme fagon a la deuxieme somme. Elles
sont donc égales.

Remarque 2.3.2. Soit A une partie borélienne de R™. Soit x 4, la fonction caractéristique
de A. Alors,
)\n(A) :/// XA(tl,tg,...tn) dtldtg...dtn

On peut maintenant définir I'intégrale des fonctions boréliennes positives :

Définition 2.3.3. Soit f : R® — RT une fonction borélienne positive sur R™. Par
le théoréme 2.2.6, il existe une suite (fy)ken de fonctions simples sur R™ telles que
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Vk € N,0 < fr < f et qui converge simplement vers f. On définit l'intégrale de f sur
R", comme étant la limite dans R des intégrales des fj, sur R™, c’est a dire :

// f(t1,ta,..ty) dtrdts...dt, = lim // Jr(t1,to, ...ty) dt1dts...dt,
Rn Rn

k——+o0

On admettra que cette limite finie ou infinie existe et qu’elle est indépendante de la suite de
fonctions simples (fx)ren convergeant simplement vers f.

Montrons les propriétés principales des intégrales de fonctions boréliennes positives sur R :

Proposition 2.3.4. 1) Soient f et g : R — R¥ deux fonctions boréliennes positives
sur R™ et \ et y deux nombres réels positifs. Alors

/// ()\f—l—/lg)(tl,tg,...tn) dtldtg...dtn =
)\// f(tl,tg,...tn) dtldtg...dtn—f-u//.../ g(tl,tg,...tn) dtldtg...dtn
Rn n

2)  Soient f et g : R™ — R+ deux fonctions boréliennes positives sur R™ telles que
f <g. Alors

// f(tl,tg,tn) dtldtgdtn S /// g(tl,tg,...tn) dtldtgdtn
R'n n

3) Sif:R"— R+ est une fonction borélienne positive sur R™, nulle en dehors d’un
ensemble borélien A de mesure nulle. Alors

// o | f(tr,ta, oty diydty...dt, =0
Rn

DEMONSTRATION : 1) f est limite simple d’une suite de fonctions simples (fx)ren et g est
limite de (gi)gen. Par définition des intégrales des fonctions boréliennes positives, il suffit
de vérifier cette propriété pour Afi + pgr. Soient (A4;)1<i<i et (Bj)i<j<m, les ensembles
boréliens associés a fi et gi. Les deux fonctions fi et gi sont constantes sur les intersections
Cij :AiﬂBj,l <i<l,1<j<m.

En appliquant la définition 2.3.3 avec ces ensembles C;;, la propriété de linéarité est évidente
et ceci prouve la propriété 1).

2) g s’écrit g = f + f1 ou f1 est une fonction borélienne positive. D’apres 1), on a

/// g(tl,tg,...tn) dtldtg...dtn =

// f(tl,tg,...tn)dtldtg...dtn+//... fi(t1,ta, . ty) dirdts...dt, >
R™ Rn

// Flt1,to, .ty dtrdts...dt,
Rn
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/// g(tl,tg,...tn) dtldtgdtn Z // f(tl,tg,tn) dtldtgdtn
n Rn

3) Soit ¢ la fonction qui vaut +oo sur A et 0 ailleurs. On a f < ¢ et par la définition 2.3.1,
¢ est d’intégrale nulle. Donc d’apres 2), f est aussi d’intégrale nulle. |

Donc

Définition 2.3.5. On dira qu’une fonction f : R — R¥ borélienne positive sur R™ est
intégrable si son intégrale sur R™ est un nombre fini.

Etudions les propriétés élémentaires des fonctions boréliennes positives intégrables sur R” :
Proposition 2.3.6. 1) Sifetg:R™ — R¥ sont des fonctions boréliennes positives
intégrables sur R™ et \ et i des réels positifs, alors A\f + ug est intégrable sur R”.

2) Sifetg:R"— R+ sont des fonctions boréliennes positives sur R™ telles que
f < g et si g est intégrable sur R", alors f I'est aussi.

3) Sif:R"— R+ est une fonction borélienne positive sur R™, bornée et nulle hors
d’un ensemble borélien borné A, alors f est intégrable.

DEMONSTRATION : Les propriétés 1) et 2) sont des conséquences immédiates de la
proposition 2.3.4.

Pour démontrer la propriété 3), on suppose que f est bornée par un réel M et que A est
inclus dans un ensemble B = [, _,[ak, bx]. On peut alors écrire : f < My4 < Mxpg. Or par
définition de la mesure \,, (théoreme 2.1.5), la mesure de B est finie et donc l'intégrale de
f aussi. [ |

2.4 Intégrales des fonction boréliennes quelconques.

Définition 2.4.1. Soit f : R® — R une fonction borélienne sur R", & valeurs réelles. On
appelle parties positive et négative de f les fonctions f* et f— définies par :

It ta, oy tn) = ft1,ta, oy ty) si f(t1,ta, e tn) >0
Fr(t1,ta, ey ty) =0 si f(t1,ta,.ytn) <0
f_(tl,tg, ,tn) (tl,tg, ...,tn) si f(tl,tQ, ...,tn) <0
f(t1,ta, s ty) = 0 si f(t1,t2,....t5) > 0.
Il est immeédiat que
f=fr—fet|fl=f"+f
Définition 2.4.2. 1) Soit f : R® — R une fonction borélienne sur R", a valeurs
réelles. On dit que f est intégrable sur R" si f* et f~ le sont.

2)  Si f est intégrable sur R"™, on appelle intégrale de f sur R™ le nombre réel :

// f(tl,tg,...tn) dtldtgdtn -
Rn
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// fH(t,ta, ..ty) dtydts...dt, —// f(t1,ta, .ty dtidts...dt,
Rn Rn

Remarque 2.4.3. Si f >0, alors f = f+ et f~ = 0 et on retrouve les résultats de la partie
précédente.

Une différence importante de ces intégrales par rapport aux intégrales de Riemann en
dimension 1 est la suivante :

Proposition 2.4.4. Soit f : R® — R une fonction borélienne sur R™, a valeurs réelles.
Alors f est intégrable sur R™ si et seulement si |f| I'est. De plus

’// Ftsto, oty diydts...dty, g/// F (b1, b )] it dioennds,
Rn n

DEMONSTRATION : Si f est intégrable, par définition f* et f~ le sont aussi et par suite
|fl = fT + [ est intégrable.

Réciproquement, si |f| est intégrable, comme 0 < f* < [flet 0 < f~ < |f], fT et f~ le
sont aussi par la proposition 2.3.6 et f est bien intégrable.

De plus on écrit :
’// ft1,ta,...ty) dt1dts...dty,
R'n

’// f*(tl,tQ,...tn)dtldtQ...dtn—//... f(t1,ta, .ty dtydts...dt, | <
R™ R

// f*(tl,tQ,...tn)dtldtQ...dtn+//... [ (t1,ta, ..ty dtydts...dt, =
R™ R

/// TR

En appliquant les résultats de la proposition 2.3.6 & f* et f—, on obtient immédiatement
les propriétés suivantes :

Proposition 2.4.5. 1) Sifetg:R"— R sont des fonctions boréliennes sur R™, a
valeurs réelles, intégrables sur R™ et A et u des réels, alors \f + pug est intégrable sur R" et

de plus,
/// ()\f—I—/J,g)(tl,tg,...tn)dtldtg...dtn:

)\// f(tl,tg,...tn)dtldtg...dtn—f—u//.../ g(tl,tg,...tn) dtldtg...dtn
Rn n

2) Sifetg:R"— R sont des fonctions boréliennes sur R", & valeurs réelles telles
que | f| < |g| et si g est intégrable sur R™, alors f l'est aussi.
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3) Sif:R"™ — R est une fonction borélienne sur R", a valeurs réelles, bornée et
nulle hors d’un ensemble borélien borné A, alors f est intégrable.

Proposition 2.4.6. Soient f et g : R® — R deux fonctions boréliennes sur R a valeurs
réelles telles que f = g sauf sur un ensemble borélien de mesure nulle N. Alors f est
intégrable sur R" si et seulement si g I'est et dans ce cas :

// f(tl,tg,...tn)dtldtg...dtn://.../ g(tl,tg,...tn) dtldtg...dtn
Rn n

DEMONSTRATION :  On écrit f = g+h, ol h est une fonction nulle sauf sur N. On décompose
h en h* + h~. Ces deux fonctions sont nulles en dehors de N et par application de la
proposition 3), leurs intégrales sont nulles. h est donc d’intégrale nulle, ce qui prouve la
proposition. |

Définition 2.4.7. Soit f : R® — C une fonction borélienne sur R™, & valeurs complexes.
On dira que f est intégrable si les fonctions réelles Re f et Im f le sont.

Les propriétés des fonctions réelles intégrables passent sans difficulté au cas complexe, c’est
a dire que, quitte a remplacer la valeur absolue par le module, ce qui ne change rien aux
notations, dans les propositions 2.4.4, 2.4.5, 2.4.6, on peut supposer que les fonctions sont a
valeurs dans C.

2.5 Intégrales multiples sur des boréliens.

Définition 2.5.1. 1) Soit A un ensemble borélien de R™ et f : A — C une fonction
définie dans A. On dit que f est borélienne si la fonction f définie par f(ty,...tn) = f(t1,...tn)
si(t1,...t,) € A et f(t1,...t,) =0 si (t1,...t,) ¢ A Lest.

2)  On dit que f est intégrable dans A si f est intégrable sur R™.

3)  Si f est positive ou si f est intégrable dans A, on appelle intégrale de f le nombre

// . f(te, ..ty dty..dt,
// /A Pty oot dir.dty

4)  Si B est un borélien tel que B C A, on appellera intégrale de f sur B et on notera

//.../Bf(tl,...tn)dtl...dtn
//.../AfXB(tl,...tn)dtl...dtn :// . Fxs(ti, ...ty dty...dty,
33
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On vérifie aisément que les propositions 2.4.4, 2.4.5 et 2.4.6 restent valables pour les
intégrales dans A.

Proposition 2.5.2. Soient B et C deux ensembles boréliens disjoints tels que A=BUC
et f:R™ — C une fonction borélienne définie et intégrable dans A. Alors :

// /ftl’"- ) dty...dty // /ftl,... )dty...dt, +// /ftl,... )dty...dt,

DEMONSTRATION :  En séparant partie positive et partie négative des parties réelle et
imaginaire de f, il suffit de démontrer cette propriété pour f > 0. Soit f définie comme ci-
dessus. On écrit alors f = fxg+ fxc. Or, on a les inégalités : 0 < fxp < fet 0< fxe < f.
Donc fxg et fyc sont intégrables sur R™ d’aprés la proposition 2.3.6 et on a :

[7 /ft“” ) dty...dty, uﬂ“ thwﬁwﬁhd%_

o | Fx(ty, e ty)dtydty + [ o | Fxe(ty, .. tn) dty...dt, =
-1 J-L
// /ftl,... )dty...dtn +// /ftl,... )dty...dty

Remarque 2.5.3. Dans le cas n = 1, on peut montrer que l'intégrale que nous venons de
définir coincide, dans le cas des fonctions dont la valeur absolue est Riemann-intégrable sur
R avec leur intégrale de Riemann ou leur intégrale généralisée. C’est donc en particulier le
cas des fonctions usuelles (continues, continues par morceaux...).

2.6 Théoréme de Fubini

Dans cette partie, on considérera seulement n = 2 et n = 3, le cas général est vrai également
mais c¢’est un peu plus compliqué au niveau des notations.

Casn=2:

Soit f une fonction de deux variables réelles s et t. On peut démontrer que si f est borélienne
sur R?, les fonctions d'une variable t — f(s,t) et s — f(s,t) sont boréliennes sur R.

On peut alors énoncer le théoréme de Fubini sur R?, que nous admettrons : on le démontre
d’abord pour les fonctions simples, puis pour toutes les fonctions boréliennes positives par
un passage a la limite en appliquant le théoreme 2.2.6.

Théoréme 2.6.1. Soit f : R? — R+ une fonction borélienne positive sur R2. Posons, pour

tout t € R,
:/f(s,t)ds
R
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Alors la fonction F' est borélienne positive sur R et 'on a

/R2 f(s,t)dsdt:/RF(t) dt:/R(/Rf(S’t)ds) dt

Bien entendu, on peut échanger les variables s et t et on obtient :

/R2f(8’t)d8dt:/R(/Rf(s’t)ds)dt:/R(/Rf(s’t)dt)ds

Ce théoreme montre alors deux choses : la premiere c’est que le calcul d’une intégrale double
d’une fonction positive sur R? se ramene au calcul de deux intégrales simples sur R. La
deuxieme c’est que 'on peut changer I'ordre des deux intégrations simples.

En appliquant ce résultat & f™ et f~, on obtient ensuite :

Corollaire 2.6.2. Soit f : R?> — R une fonction borélienne sur R?, intégrable sur R2. Alors
la fonction

t— F(t) :/Rf(s,t)ds

est borélienne intégrable sur R et de plus

/Rg f(s,t)dsdt:/RF(t)dt:/R(/Rf(s,t)ds) dt:/R(/Rf(s,t)dt) ds

En particulier, ce résultat s’applique lorsque f est une fonction borélienne bornée, nulle hors
d’un ensemble borélien borné.

Comme pour les fonctions boréliennes positives, on ramene donc le calcul d’une intégrale
double a celui de deux intégrales simples. De plus, on peut de la méme facon intervertir
I’ordre des intégrations.

Casn=3:

Soit f une fonction de trois variables réelles s, t et u. On peut démontrer que si f est
borélienne sur R3, les fonctions d’une variable t — f(s,t,u), s — f(s,t,u) et s — f(s,t,u)
sont, boréliennes sur R.

On peut alors énoncer le théoreme de Fubini sur R3 :

Théoréme 2.6.3. Soit f : R? — R+ une fonction borélienne positive sur R3. Posons, pour
tout t,u € R,

F(t,u) = /Rf(s,t,u) ds

Alors la fonction F est borélienne positive sur R? et I'on a

//RS f(s,t,u) dsdtdu = //RQ F(t,u)dtdu = //RQ(/Rf(s,t,u)ds) dtdu

Bien entendu, on peut échanger les variables s, t et u et on obtient :

//Rsf(s,t,u)dsdtdu://RQ(/Rf(s,t)ds)dtdu:/AQ(Af(s,t,u)dt)dsdu
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_ //R (/Rf(s,t,u) du) dsdt

Le calcul de l'intégrale triple d’une fonction positive sur R? se rameéne au calcul dune
intégrale double sur R? et d’'une simple sur R. On peut ensuite appliquer le théoréeme 2.6.1
sur R? pour se ramener a trois intégrales simples successives. Bien entendu, on peut de la
méme facon changer I'ordre des trois intégrations simples.

En appliquant ce résultat & f* et f—, on obtient de la méme facon :

Corollaire 2.6.4. Soit f : R> — R une fonction borélienne sur R®, intégrable sur R3. Alors
la fonction

t,u — F(t,u) :/f(s,t,u)ds
R

est borélienne intégrable sur R? et de plus

//RS f(s,t,u) dsdtdu = /R2 F(t,u) dtdu = //RQ (/]R f(s,t,u) ds) dtdu

En particulier, ce résultat s’applique lorsque f est une fonction borélienne bornée, nulle hors
d’un ensemble borélien borné.

Comme pour les fonctions boréliennes positives, on ramene donc le calcul d’une intégrale
triple a celui de deux intégrales, I'une simple et l'autre double. De plus, en appliquant le
corollaire 2.6.2, on se rameéne a trois intégrales simples et on peut de la méme facon intervertir
I’ordre des intégrations pour obtenir :

//Rsf(s’t’u)d";dtd“:A(A(Af(satau)ds)dt)du:A(A(Af(s,t,u)dt)du)ds:
/R(/R(/Rf(s,t,u)du)ds)dt:...

Remarque 2.6.5. Ces résultats s’appliquent aussi aux fonctions boréliennes f définies dans
un borélien A : en effet on applique les théorémes de Fubuni aux fonctions f, prolongées par
0 hors de A, comme au paragraphe 5.

Si fxa est intégrable sur R2 ou R3, on obtient les formules suivantes :
dans R?
// f(s,t)dsdt = f(s.t)xa(s,t)dsdt
A R2

///Af(s,t, u) dsdtdu = //R3 f(s,t,u)xals,t,u)dsdtdu

En particulier si A est un pavé, c’est a dire A = [ay,b1] X [az,bs] dans R? ou A =
la1,b1] X [az, ba] X [az, b3] dans R3, ces formules deviennent :

dans R3

dans R?
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2 by
/ f(s,t)dsdt = / ( f(s,t) ds) dt

1

//A F(s,t u) dsdtdu = /abs (/:2( abl F(s,t,u) ds) dt) du

et 'ordre des intégrations est indifférent.

dans R3

Lorsque A n’est pas un pavé, la décomposition en intégrales simples est plus délicate, comme
vont nous le montrer les exemples suivants :

2.7 Exemples.

Exemple 2.7.1. Soit A le triangle de R? défini par : x > 0, y > 0, z +y < 2. Calculer
/ / dsdt
(s+t+1)2
La fonction s,t — —— est définie, continue et positive sur A. On cherche a intégrer
(s+t+1)2
1
la fonction ——————=xa(s,t) sur R?.

(s+t+1)
En appliquant le théoreme 2.6.1, on fixe ¢ et on integre sur R la fonction

1
BECESESASE
Sit ¢ [0,2], cette fonction est nulle.
1
Sit € [0,2], la fonction & intégrer vaut m si s €[0,2—t] et 0 sinon.
s

La premiere intégrale simple est donc :

2—t 1 -1 9t
L e = aranh =G

On a ensuite :

// Sfﬁfl /0(H%—é)dt:[ln(t+1)—§]§:(ln3—§)

Exemple 2.7.2. Soit A le quart de boule de R® défini par : * > 0, y > 0, z > 0 et
2% 4+ y? + 22 < 1. Calculer
/// 2stu dsdtdu
A
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La fonction s,t,u — 2stu est continue sur A. Comme dans I’exemple précédent, la fonction
A intégrer est la fonction 2stuxa(s,t,u) sur R3,

Intégrons d’abord en u pour s et t fixés et soit B le quart de disque défini par x > 0, y > 0,
et 22 +y% < 1.

Si s,t ¢ B, la fonction a intégrer est nulle.
Si s,t € B, la fonction a intégrer vaut 2stu si u € [0,v/1 — s2 — 2] et 0 sinon.

L’intégrale simple est donc :

Niera—r
/ 2studu = st(1 — s — 1)

0

Donc

/// 2stu dsdtdu = // st(1 — s — %) dsdt
A B

En appliquant le raisonnement de I'exemple précédent dans R?, on trouve

2stu dsdtdu = st(1 — 8% — %) dsdt = 1 t( m[s(l —t?) — §°] ds) dt =
1, Il /)

1 .2 4 1 1
s s 1—¢2 1 1
t[—(1—1t) - = dt = - tl—t22dt———/ t—2t3 +t5)dt =
/0 [2( ) 4]0 4/0 ( ) 4 0( )

1[t2 2t4+t6]1_1(1 1+1)_
412 4 60 4'2 2 6 24

2.8 Calcul des surfaces dans R?

Soit A un borélien de R?. Par définition, la surface de A est A\a(A). Clest aussi l'intégrale
de la fonction caractéristique x4 de A, qui vaut 1 dans A et 0 hors de A.

Soient fi et fy deux fonctions continues dans un intervalle I de R telles que f; < fo. Soit A
I’ensemble défini par les équations,

zel, fi(x) <y < fa(z)

Par application du calcul des intégrales doubles, on trouve

Ag(A)://RXA(s,t) dsdt:/I(/:::) dt) dSZ/I(fg(s)—fl(s)) ds

Exemple 2.8.1. Calculons la surface limitée par I’ellipse d’équation
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On cherche la surface du domaine A représenté par les équations

—b b
—a<zr<+4a, —vVa2—-12<y< —va*—x?
a a

D’apres le résultat précédent, on a :

“+a 2 2 “+a
A2 (A) = Eb\/cﬂ—szds:;b va? —s2ds

Dans cette intégrale simple, on fait le changement de variables s = a cos 6

%

A2(A4) ,

0 ™
/ Va2 — a2(cos0)2(—asinf) df = Qab/ (sin@)?dfh =
s 0

2ab/ 100820 by — b
. 2

Ces calculs de surface permettent d’obtenir une extension de la proprosition 2.1.9 :

Corollaire 2.8.2. Si f est une fonction réelle continue, définie sur un intervalle I de R, son
graphe qui est la courbe d’équation y = f(x) est de surface nulle dans R2.

DEMONSTRATION : Il suffit d’appliquer la formule précédente avec f = f; = fo. |

Corollaire 2.8.3. Soit I' un lacet simple de classe C', K le domaine ouvert limité par T’
et A=K UT. Alors si fxa est intégrable sur R? :

//Af(s,t)dsdt://Kf(s,t)dsdt

En particulier,

DEMONSTRATION :  L’ensemble I' est de mesure nulle d’apres le corollaire 2.8.2 donc ceci
est une conséquence de la proposition 2.4.6 3). [ |

Gréace & ce résultat, lorsqu’'un domaine de R? sera donné comme le domaine intérieur limité
par un lacet, on ne distinguera pas le domaine ouvert ou le domaine fermé limité par ce
lacet.
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2.9 Calcul des volumes dans R3.

On peut utiliser deux décompositions d’une intégrale triple en une intégrale double et une
simple ou l'inverse. Ceci donne deux calculs différents :

Premier calcul :

Soit B un borélien de R? et fi, fo deux fonctions boréliennes définies sur B telles que f; < fo.
Soit A le borélien de R? défini par les équations :

(CL‘,y) €B ’ fl(xay) <z< fQ(may)

Alors, comme dans le cas n = 2, on peut calculer le volume de A par l'intégrale triple sur
R3 de la fonction caractéristique x4 :

///R3 xA(s,t,u)dsdtdu = // /f:)t dsdt = /B(f2(s’t) —fl(s,t)) dsdt

Deuxieme calcul :

Soit maintenant A un borélien de R3. Pour tout z € R, soit A, l’ensemble des couples
(z,y) € R? tels que (z,y, z) € A. Alors A est défini par les équations

z€R, (z,y) € A,

Comme ci-dessus, le volume de A est 'intégrale de x4 sur R3. On peut intégrer de la facon

suivante :
A) :///R XA(s,t,u)dsdtdu:/R(//Au dsdi) du:/R)\z(Au)du

Exemple 2.9.1. On considére I'ellipsoide d’équation

1,2 y2 22

et on cherche a calculer le volume A limité par cet ellipsoide :

Pour calculer le volume de A, on utilise d’abord la premiere technique : soit B le domaine
de R? d’équations

—b b
—a<zr<+4a, —vVa2—-12<y< —va*—2x2?
a a

le domaine A est 'ensemble des triplets (x,y, z) tels que

2
Y
(z,y) € \/1——+b—2<z<c 1———b—2
Le volume de A est donnée par :
/ 2 t?
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Nous reprendrons ce calcul apres ’étude des changements de variables dans les intégrales
multiples.

Essayons la deuxiéme technique : Si |z| > ¢, ensemble des points (z, y) tels que (z,y,2) € A

est vide ou réduit & un point, donc A2(A,) = 0.
2

Supposons |z| < ¢ et posons P =1- — . Alors I'ensemble A, est I'ensembles des couples
c
(x,y) tels que
22 y?
<1
(ad? " )

C’est 'intérieur d’une ellipse dont la surface est mabd? d’apres I'exemple 2.8.1. Le volume
de A est donc

+c U2 U3 e 4
A3(A) = / mab(1 — c_Q)du = mablu — @]70 = gﬂabc

—C

Corollaire 2.9.2. Si f est une fonction réelle continue, définie sur un domaine D de R?,
son graphe qui est la surface d’équation z = f(x,y) est de volume nul dans R3.

DEMONSTRATION : Il suffit d’appliquer la formule précédente, donnée par le premier calcul,
avec f = f1 = fo. [ |

Corollaire 2.9.3. Soit 3 une surface fermée simple de classe C', K le domaine ouvert
limité par ¥ et A= K UX. Alors si fxa est intégrable sur R? :

///Af(s’t’u)ds‘itdu:///Kf(s,t,u)dsdtdu

A3(A) = A3(K)

En particulier,

DEMONSTRATION : L’ensemble ¥ est de mesure nulle d’apres le corollaire 2.9.2 donc ceci
est une conséquence de la proposition 2.4.6 3). [ |

Comme précédemment, grace & ce résultat, lorsqu’un domaine de R3 sera donné comme le
domaine intérieur limité par une surface fermée, on ne distinguera pas le domaine ouvert ou
le domaine fermé limité par cette surface.

2.10 Changement de variables dans les intégrales multiples.

Soient A et A’ deux parties ouvertes de R” et ¢ un difféomorphisme de classe C! de A sur
A’, c’est a dire une application bijective, de classe C! ainsi que son inverse.

gbl(tl, ta, ...tn)

gbg(tl, ta, ...tn)
Pour (t1,ts, ...t,) € A, soient . les coordonnées de ¢(t1,ta, ...tp).

¢n(t1; t27 tn)
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On rappelle que lapplication linéaire dérivée de ¢ en (t1,ta,...,t5), ¢'(t1,t2,...t,), est
I’application linéaire bijective de R™ dans R" de matrice :

G (tr,ta, o) G (trsta, ) oGPt T, ty)
J¢(t1,...,tn) = '
Sn (tl,t2,...t ) Gty ta,tn) .. GER(ty, .t

appelée matrice jacobienne de o.

Le Jacobien Dy(t1,t2,...t,,) de ¢ au point (t1,t2,...t;) € A est le déterminant de I'application
linéaire ¢'(t1,t2,...tn) Ou ce qui revient au méme de la matrice Jacobienne de ¢, Jy.
Notons que si ¢ : A — A’ est un difféfomorphisme de classe C'!, alors

V(t1,ta, rtn) € A, Dg(tr,ta, .o ty) # 0

Il n’est pas difficile de montrer, mais nous 'admettrons, qu'un sous-ensemble B de A est
un borélien si et seulement si B’ = ¢(B) est un borélien de A’ et qu'une fonction f est
borélienne sur A’ si et seulement si fo¢ est borélienne sur A.

Nous admettrons le théoréme suivant :

Théoréme 2.10.1.  Soit (¢, t’ v th) — f(th,th, ..., t!) une fonction borélienne intégrable
sur B' = ¢(B). Alors, (t1,ta, ..., ) (fo qS)(tl,tg, o tn) |Dg(t1, ..., ty)| est intégrable sur B

// B,f(t’l,...,t;)dt’l...dt; ://.../B(foqs)(tl,...,tn)|D¢(t1,t2,...,tn)| dty...dt,

En particulier, on peut appliquer ce théoreme aux transformations affines bijectives. Le
Jacobien d'une telle transformation est constant égal au déterminant de ’application linéaire
associée.

Lorsque la fonction a intégrer est la fonction caractéristique d’un borélien, on obtient la
valeur de la mesure de son transformé par une application affine :

Corollaire 2.10.2. Soit A un borélien de R", ¢ une transformation affine de R" et ¢
Iapplication linéaire associée. Alors :

An(6(4)) = [det(€)] A (4)
DEMONSTRATION :  Si ¢ n’est pas bijective, c¢’est a dire si £ n’est pas bijective, ¢(A) est
inclus dans un sous espace affine de R” de dimension strictement plus petite que n et par la

proposition 2.1.9, A, (QS(A)) = 0. Le résultat du corollaire 2.10.2 est donc bien vérifié puisque
det(f) = 0.

Si ¢ est bijective, £ est bijective et on va appliquer la formule de changement de variable a
¢~ 1. Le Jacobien de ¢! est constant égal & det(£) ! et, en remarquant que Xo(A) = Ya0p L,

on a
:/// X¢(A)(t1,...,tn)dtl...dtn =
Rn
\det(€)|//.../ xaod (b oo ) [det(€) Y] dbyondty =
det(( |// / At YAt dt, = |det()] A (A)
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Corollaire 2.10.3. La mesure A\, est invariante par rotation sur R".

DEMONSTRATION : Une rotation est une transformation lindaire, de déterminant 41. Il

suffit donc d’appliquer le corollaire 2.10.2. [ |
Exemple 2.10.4. On cherche a calculer le volume d’'un parallélépipede de R™ de cotés

a

as
OMi,0OMs,...,OM,, ot les points M; ont pour coordonnées dans R™ :

ol

n

On remarque que ce parallélépipede est le transformé du cube unité de R™ par la transfor-
mation linéaire de matrice

1 2 n
a% a% 2
n

as as R ¢ 5)
1 2 n
Q, Qap . . .Gy

En effet, cette application transforme le i ™ vecteur de base de R™ en OM;. Le volume de
ce parallélépipede est donc égal au déterminant de cette matrice.

Exemple 2.10.5. On reprend le calcul de I'intégrale double de I'exemple 2.9.1

/ 2 2
//20 1—8—2—t—2d8dt
B a b

t =acosfcosT )
pour (0,7) € D =]0,2x[ x ]0, 5[, qui

On fait le changement de variable .
s =bsinfcosT

est bien un difféomorphisme de classe C* de D sur l'intérieur de B (voir les corollaires et
2.9.2).
Le Jacobien de cette transformation est le déterminant de la matrice

—asinfcost —acosfsinT
bcosfcost —bsinfsinT

c’est a dire absin T cosT.
Alors cette intégrale vaut :

2 12
// 2¢4/1— 5—2 — 5 dsdt = // 2abcy/1 — (cosT)?sinT cos T dOdT =
B a® b 10,27(x]0,%]

27 z fus
2 2 z 4
2abc/ (/ (sin7)?cosT dr) df = 47rabc/ (sin7)?cos Tdr = 4mabe|(sin 7')3]02 = mabe
0 0 0

3

On retrouve bien le résultat voulu. [ ]
Examinons les cas particuliers des dimensions 1, 2 et 3 :

Cas ou n=1
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On rerouve la formule de changement de variables dans les intégrales simples. En effet,
soit [a,b] et [c,d] deux intervalles de R et ¢ une application bijective de [e,d] dans [a,b].
Supposons que ¢’ existe et est continue. Le Jacobien de ¢ dans ce cas est la fonction ¢’ et
donc par le théoreme 2.10.1, on a :

b d
/ f(s) ds = / Fod(t) |6/ (8)] dt

Deux cas se présentent :
ou bien ¢’ > 0; alors ¢ est croissante et ¢(c) = a, ¢(d) = b. On a donc :

b B(b) d
f(s)ds = f(s)ds = [ fop(t)o'(t)dt
[ s@as= [ sras= [ g
ou bien ¢’ < 0; alors ¢ est décroissante et ¢(c) = b, ¢(d) = a. On a donc :
b é(d) d
f(s)ds = — f(s)ds=— [ fop(t)d'(t)dt
[ soas==[ s == [ oo

Dans les deux cas, on retrouve la formule classique du changement de variables dans les
intégrales simples.

Cas ou n=2

On va étudier la transformation ¢ qui représente le passage en coordonnées polaires. Cette
transformation est définie par les équations :

T =TrCcost
. pour (r,t) € D =R*" x |0, 2~
Yy =rsint

Son Jacobien est le déterminant de la matrice
—rsint cost
rcost sint
c’est a dire —r.
En appliquant le théoreme 2.10.1, on obtient donc la formule de changement de variables :

/R2 flz,y)dedy = //D f(rcost,rsint)rdrdt

Exemple 2.10.6. Surface d’un secteur rectiligne.

On considére une fonction f définie, positive et continue sur un intervalle [t1,t3] de R. On
cherche la surface de I’ensemble

A={(rt) | t1 <t <tr,0<7 < f(1)}

Par application du résultat précédent, on voit que

AQ(A)://A da;dy:/:(/of(t)rdr) dt:%/: f2(t) at

44



Chapitre 2 : Intégrales Multiples

Exemple 2.10.7. On cherche a calculer I'intégrale généralisée

+o0 .
e ' dt
—00

Pour cela, on calcule I'intégrale double :

// e_(52+t2) dsdt
R2

Cette intégrale vaut d’une part par passage en coordonnées polaires :

2 2 2 +oo 2 2
// e H)dsdt:/ (/ e "rdr)dt=n lim (1-e¢ " )=m
R2 0 0 r—4o00

D’autre part, cette intégrale vaut aussi

+oo
// e~ () dsdt = (/ et dt)2
R2 —00

+oo 9
/ e Vdt=rw

— 00

On en déduit que

Cas ou n=3

On va étudier d’abord le passage en coordonnées cylindriques. La transformation est
T =rcost

définie par les équations : { y =rsint pour (t,r,2z) € D =]0,27] x R x R.

z
Son Jacobien est le déterminant de la matrice

—rsint cost O
rcost sint O
0 0 1

c’est a dire —r.
On obtient donc la formule :

// flx,y,z) da:dydz:/// f(rcost,rsint, z)r drdtdz
R3 D

Exemple 2.10.8. On cherche a intégrer la fonction f(x,y,z) = 2% + y? sur la boule B de

centre 0 et de rayon R.
/// (22 + 9?) dedydz
B
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Par passage en coordonnées cylindriques, on a :

+R VvVR2—2z2 27 +R 87TR5
/// 2% + y? dmdydz-/ (/ (/ ridt) dr) dz = —/ (R* — 2*)%dz = 15
_ 0 0 _

Etudions maintenant le passage en coordonnées sphériques. La transformation est définie
T =1rcostcoss

[-

par les équations : { y = rsintcoss pour (¢,7,8) € D =]0,27[ x RT x ]_7%,

bo| 3

z=rsins

Son Jacobien est le déterminant de la matrice

—rsintcoss costcoss —rcostsins
rcostcoss sintcoss —rsintsins
0 sin s COS S

c’est a dire —72 cos s.

On obtient donc la formule :

// f(m,y,z)dmdydz:// f(rcostcoss,rsintcos s, rsins)r? cos s drdtds
R3 D

Exemple 2.10.9. Soit a > R > 0. On cherche a calculer l'intégrale de la fonction

1
flz,y,2) = [22 + 12 + (z — )22

Il s’agit de calculer I'intégrale
/ / / dxdydz
[22 + 92 + (2 — a)?]1/2

Par passage en coordonnées sphériques, on trouve :

d:cdydz ™2 2w r2sint
dt) ds) dr =
/// [22 + 92 + (2 — a)?]1/2 / /ﬂ/z/ [72 + a2 — 2ar cost]!/2 ) ds) dr

R o 3
27?/ (a+7r)—(a T)T gy — AT R
0 a 3a

sur la boule de centre 0 et de rayon R.
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3

PROPRIETES METRIQUE DES
ARCS PARAMETRES

3.1 Définitions.

Dans tout ce chapitre, E sera I'espace vectoriel R3, muni de sa base canonique {ey, e, e3}.
Dans le cas des arcs plans, on considérera que R? est plongé dans R3 et que la troisieme
coordonnée d’un arc de R? est identiquement nulle.

Tous les intervalles ouverts de R de ce chapitre pourront avoir des bornes infinies.

Définition 3.1.1. 1)  Un arc régulier orienté I' de E est défini par un intervalle
ouvert I =lag,bg| de R et une application f : I =]ag,bo|— E de classe C1, injective et a
dérivée non nulle en tout point t € I. L’arc T' est I'image de I par f, c’est a dire : T' = f(I).
On dit alors que f est une paramétrisation de I'. T" est aussi le lieu des points M(t) tels que
OM(t) = f(t), ou O est 'origine du repére, parcouru dans le sens M (ag) — M (by). Pour
k > 2, on dira que T est de classe C* si f est de classe C*.

2)  Un changement de paramétrisation est défini par un intervalle ouvert I' =]ag, bj|
et une application bijective croissante v :]ag, by[—]ag, bo[, de classe C' ainsi que son inverse.
Un changement de paramétrage laisse invariant tout arc orienté I'. On dira que v est un
changement de paramétrage de classe C* si~y est de classe C* ainsi que son inverse.

Remarque 3.1.2. L’application g = fo7y :]a(, by|— E est une paramétrisation de T.

En effet, il suffit de vérifier que g a des dérivées non nulles en tout point u €|ag, bj[. Or,
Vu €ag, by[, g’ (u) = (for) (u) = f'(v(u))y' (u) # 0.

Définition 3.1.3. 1) Soit T un arc régulier orienté. On appellera T, I'arc régulier
orienté égal a I' , parcouru en sens inverse. Si f est une paramétrisation de I' sur I'intervalle
lag, bo[, T est paramétré par la fonction t — f(—t + ag + bg) sur 'intervalle Jag, by|.

2)  Un changement d’orientation est défini par un intervalle ouvert I' =|ay, bj| et une
application bijective décroissante v :]ay, by|—]ao, bo[, de classe C ainsi que sont inverse. Un
changement d’orientation transforme un arc orienté I' en T'.

Remarque 3.1.4. Un arc I' de R?, paramétré par une équation cartésienne y = ¢(x), ot
¢ est de classe C!, est toujours un arc régulier.
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En effet, avec les notations précédentes, on écrit le paramétrage de I :

fa) = <¢<xm>>

f(x) = ( %)) £0

Définition 3.1.5. Soit I' un arc régulier orienté, paramétré par f :lag,bg|— E. On
appelle tangente a I' au point M (t) tel que OM (t) = f(t), la droite orientée T; d’équation
paramétrique

et alors

AER —L(N) = f(t)+ A (t)

T est donc le lieu des points P(X) tels que OP(X) = OM(t) + Af'(t), c’est a dire que c’est
une droite passant par le point M(t) et de vecteur directeur f’(t).

Proposition 3.1.6. 1) La tangente T; en un point M (t) a un arc paramétré régulier
orienté I' est invariante par un changement de paramétrage.

2)  La tangente Ty en un point M (t) & un arc paramétré I' est changée en T; par un
changement d’orientation.

DEMONSTRATION : 1) Soit Jag,bg[— f(t) un paramétrage de l'arc régulier orienté T’
et v :lag, byl—]ag, bo| un changement de paramétrage de I' et soit g = foy le nouveau
paramétrage de I'. La tangente T; a pour équation avec le paramétrage initial

L) = F(1) + Af(2)

En posant t = y(u) , 'équation de la tangente avec le nouveau patramétrage est :

lo(N) = g(u) + Ag'(u) = f(v(w) + Alf (v(w)]" = f(&) + Af' ()7 (u)

Comme ~'(u) # 0, en changeant A en A\y'(u), cette équation est aussi I'équation de la
tangente & I' avec le paramétrage initial. Comme ~'(u) > 0, le sens de parcours n’est pas
modifié et la tangente orientée est bien invariante par changement de paramétrage.

2) Le méme calcul, avec les mémes notations montre que si v est un changement
d’orientation, la tangente a I' en un point est égale a la tangente a + en ce point, par-

courue en sens inverse. |
2 P
Exemples 3.1.7. 1) Leellipse d’équation cartésienne — + —= = 1 est un arc

a b?
paramétré orienté défini par la paramétrisation

r =acost

y = bsint

t 6]0, 27T[—> {

56‘2 y2

2)  L’hyperbole d’équation cartésienne — — 2 = 1 est la réunion de deux arcs
a

paramétrés orientés d’équations :

xr =acosht x = —acosht
teR — ) ,teR — )
y = bsinht y = bsinht
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8)  La parabole d’équation cartésienne y*> — 2px = 0 est un arc paramétré orienté
défini par la paramétrisation

x
yeR — 2p
Y

Dans les trois cas, on vérifie que le vecteur dérivé ne s’annulle pas.

3.2 Longueur d’un arc régulier.

Dans cette partie, on se place dans E = R3 (ou dans R? plongé dans R3) comme
précédemment. On suppose de plus que F est muni du produit scalaire euclidien usuel,
que 'on notera < .,. >. On notera aussi ||.|| la norme euclidienne associée.

Proposition 3.2.1. Soit I' un arc orienté régulier, défini sur un intervalle |ag, by[ par la
paramétrisation t — f(t) € R3. Soit [a,b] Clag, by|. L’intégrale

b
/ o

est invariante par changement de paramétrage ou changement d’orientation de T.

On remarquera que, puisque la fonction f est de classe C!, ||f’]| est continue et donc
intégrable sur un intervalle fermé borné [a, b).

DEMONSTRATION :  Soit v :]ag, by[—]ao, bo[, un changement de paramétrage ou un change-
ment d’orientation de I' et posons g = foy. Alors, si on fait le changement de variable
t = v(u), et si on pose ¢ =y~ 1(a) et d = ~y~1(b), on trouve :

b d
[1rola= [ 6w)]|y wds
Si 7 est changement de paramétrage, v'(u) > 0 et on a 'égalité :

1 (v ) [ () = [[f' (v ()~ (w)]| = llg' ()]

b d
/ 1) dt = / g/ ()] du

Si 7 est changement d’orientation, +'(u) < 0 et on a 1’égalité :

1 (v (@) || 7' () = = ||/ (v(w))y' (w)|| = = llg"(w)]]

/ab If' () dt = —/cd g’ (w)|| du = /dc g’ ()| du
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Définition 3.2.2. 1) On appelle longueur de I'arc T' entre les points a et b, et on
note s,y (I'), I'intégrale

b
ﬂm®=/wmwt

2)  Si la limite lorsque a — ag et b — by de s[4, (I") existe, on appellera longueur de
I et on notera s(I"), I'intégrale généralisée

) = [ 7))

0

Notation 3.2.3. En utilisant les notations différentielles, on exprimera la relation ci-dessus
par la formule :
ds = || f'(t)]| dt

Calcul pratique du ds :

En coordonnées cartésiennes :

(t)

Si f est un paramétrage de I', pour chaque t €]ag, bg[, on appellera | y(t) | les coordonnées

2(t)

du vecteur f(t) dans R3. Alors,

17Ol = V&' (£)2 +y/ ()2 + 2/ (t)?
On écrit cette relation symboliquement de la fagon suivante :
ds® = dz? + dy® + dz?

En particulier si I' est un arc plan, en prenant z = 0, on trouve l'expression de ds en
coordonnées cartésiennes dans R? :

IF' @) = Vo' ()2 + 3/ (t)?

De la méme fagon, on écrit cette relation symboliquement :

ds® = dz* + dy®

FEn coordonnées cylindriques :

(!
Pour f(t) = | (1) | on éerit (1) = r(t) cosO(t) y(t) = (1) sinf(t) et 2(t) = =(t). Alors
£/ =2/ (8)2 + o/ (1) + 2/ (£)* =

(' (t) cos O(t) — r(t) sin 6(1)8 () + (¢ (£) sin B(t) + r(t) cos O)E' (1)) + 2/(1)* =
() +r(1)%0' (1) + 2 (1)
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On écrit symboliquement cette relation
ds® = dr® + r*d6” + dz*

En particulier si I' est un arc plan, en prenant z = 0 dans ces relations, on trouve I'expression
de ds en coordonnées polaires dans R? :

LD = 2" + 4/ (1) =
('(t) cos (t) — r(t) sin 0(75)0’(1&))2 + (r'(t)sin@(t) + r(t) cos 9(t)0’(t))2 =
()% + ()20 (t)?
On écrit symboliquement cette relation

ds® = dr? + rd6?

En coordonnées sphériques :

(t)

Pour f(t) = ygt; , on écrit x(t) = r(t)cosO(t)cosp(t),y(t) = r(t)sinf(t)cosp(t) et
z(t

z(t) = r(t)sin ¢(t). Alors

IF/ @I =2'()2 + v/ (1) + 2/ () =
(' (t) cos B(t) cos (t) — r(t) sin O(t)6 (t) cos $(t) — r(t) cos O(t) sin p(t)¢/ (1))
(' (£) sin 0(t) cos @(t) + 7 (t) cos O()0 () cos $(t) — r(t) sin O(t) sin p(t) (1))
(' (t) sin (t) + r(t) cos p(1)¢' (t)
v ()2 + ()20 (1) + r(t)? (cos (1)

On écrit symboliquement cette relation
ds* = dr® 4 r2d¢?® + r*(cos ¢)*db?

x(t) = acost

Exemple 3.2.4. Soit I' I'ellipse paramétrée par { , pour t €0, 27|.

y(t) = bsint

En utilisant la formule donnant ds en coordonnées cartésiennes, on trouve :
ds* = [a*(sint)? + b*(cost)?]dt?

D’ou )
s(T) = Va2 (sint)2 4 b2(cost)2dt
0

Exemple 3.2.5. On considére la lemniscate de Bernouillis d’équation polaire, pour 6 €
10, 27|
r = acos 20
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On calcule ds par la formule donnée en coordonnées polaires :

2

ds? = [(7"(9)) + (T(Q))Q]dﬁz = [4a®(sin 260)? + a*(cos 20)%]dO* = a*[1 + 3(sin 20)%]dH?

On obtient donc

s(I') = CL/OQTr Vv 1+ 3(sin26)2d6

Interprétation géométrique du ds.

Soit I' un arc régulier orienté, défini par un paramétrage t €|ag, bo[— f(t) et soit [a,b] €
lag, bo[. On cherche a calculer la longueur de l'arc T' entre les points a et b. Pour cela,
on découpe lintervalle [a,b] en définissant une subdivision o de la fagon habituelle :
a=a1<as <..<ap=>ob

Pour chaque i = 1,2,...k, on définit le point M; par : OM; = f(a;). On définit I'arc T,
comme étant la ligne polygonale joignant les points M;,7 = 1,2, ..., k.

On sait calculer la longueur de I'arc I,

Sla,p) (I Z 1M1 M| = Z £ (ais1) = f(a)]

Par le théoréeme des accroissements finis, pour tout i = 1,2, ...k il existe b; € [a;,a;4+1] tel
que : f(ai1) — f(ai) = (ait1 — a;) f'(b;). Donc

k—1
St (To) = Y (air1 — ai) [|f'(b:)]
=1

Lorsque le pas de la subdivision ¢ tend vers 0, I'arc I', se rapproche de I’arc I'. D’autre part,

k—1
S0 (Ta) = 3 (ass1 — a) £/ (b)]] — / 10 dt = 510.(T)
=1

3.3 Paramétrage normal, courbure.

Définition 3.3.1. Soit I un arc régulier orienté. On dira que le paramétrage
t G]ag,bg[ﬁ f(t) ek

est un paramétrage normal de T' si Vt €|ag, bol, ||f/ ()| = 1.

Théoréme 3.3.2. Soit I' un arc régulier orienté paramétré par t €ag, bo[— f(t) € E. Soit
to €lag, bo| fixé. On pose, pour tout t €|ag, bo| :

. / 17/ (a)] de
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La fonction v = s~! d’un intervalle I dans ag, bg|, définit un changement de paramétrage
de I'. Le paramétrage ainsi obtenu est un paramétrage normal de T

DEMONSTRATION :  Puisque par définition, f/(t) # 0 en tout point ¢ €]ag, bo[, la fonction s
est strictement croissante sur ]ag, bg[. Elle est donc inversible et la fonction « est bien définie
et est également strictement croissante. De plus, on a : §'(t) = ||f'(¢)|| et par suite, pour
s = s(t) ou de fagon équivalente t = (s),

8) = Tt = T
T 66D

>0

~ est donc bien un changement de paramétrage.

Soit g = foy le nouveau paramétrage de v. On a :

g/(S) _ [fofy(s)]/ = f/('V(S))’YI(S) = %

On a donc bien Vs € I, ||¢’(s)|| =1 et g est un paramétrage normal de T'. |

Définition 3.3.3. La fonction t €lag,bg[— s(t) définie au théoréme 3.3.2 s’appelle
PIabscisse curviligne de I' au point t, d’origine tg.

Il est clair que deux abscisses curvilignes d’origines différentes, different d’une constante.

Définition 3.3.4. 1) Soit I un arc régulier orienté de classe C?, paramétré par
le paramétrage normal s € I — g(s) € E. On appelle vecteur unitaire tangent a I" au point
M(s) tel que OM (s) = g(s) le vecteur unitaire 7(s) = ¢'(s).

2)  On appelle courbure de I au point M(s) le nombre positif p(s) = ||g”(s)||-
3) Sip(s) =0, on dira que M(s) est un point d’inflexion de T'.

1
)

On remarquera que le vecteur unitaire tangent a I' ne dépend pas du paramétrage normal
et est changé en son opposé si I’on change 1'orientation de I'. La courbure est invariante par
changement d’orientation.

4)  Sip(s)# 0, on appellera rayon de courbure de T' en M(s) le nombre R(s) =

Proposition 3.3.5. Soit I' un arc régulier orienté de classe C?, paramétré par le
paramétrage normal s € I — ¢(s) € E. Alors, pour tout s € I,

<q'(s),9"(s) >=0
DEMONSTRATION :  Par définition, pour tout s € I, ||¢’(s)|| = 1. On peut alors écrire :

0=1[lg'(s)I") = [< g'().'(s) >]' =2< g"(s),9/(5) >
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Définition 3.3.6. 1)  Soit I' un arc régulier orienté de classe C?, sans point
d’inflexion, paramétré par le paramétrage normal s € I — g(s) € E. On appelle vecteur
unitaire normal principal 4 I' au point M (s) tel que OM(s) = g(s) le vecteur unitaire

g'(s) _ 1 dr(s)
ols)  pls) ds

v(s) =

2)  On dira que le plan passant par M (s) et engendré par les vecteurs 7(s) et v(s)
est le plan osculateur a T' en M(s). Si E = R?, ce plan est toujours le plan de T.

3)  On appellera centre de courbure de I" en M (s) le point I(s) tel que

On remarquera que le vecteur unitaire normal principal a I' ne dépend pas du paramétrage
normal et est invariant si I’on change I'orientation de I'. Le plan osculateur est aussi invariant
par changement d’orientation.

Exemple 3.3.7. Soit I" le cercle de centre O et de rayon a, parcouru dans le sens
trigonométrique.

. x(t) = acost

On parametre T par ¢ €]0,27[— f(t) = )
y(t) = asint

Alors : ds? = (2/(t)? + ¥/ (t)?)dt? = (a®(cost)? + a®(sint)?)dt? = a®dt?

Donc un paramétrage normal de I', conservant 1'orientation est : ds = adt. On peut prendre

d2
par exemple s = at. De plus, Ej =0.
On a alors : p )
s [ —asint ) _ [ —sinZ ar _(—1/a cos 2
Fit) = ( acost )’ d’olt 7(s) = < cos 2 ) et ds(s) = p(s)v(s) = <—1/a sini)

1
Par suite p(s) = —.
a

On en déduit que la courbure est constante égale a 1/a. Le rayon de courbure est donc le
rayon du cercle et le centre de courbure est le centre du cercle.

Exemple 3.3.8. Soit I un arc régulier orienté paramétré par un paramétrage normal g sur
1. Supposons que la courbure de I' soit identiquement nulle sur 1.

Alors, par définition , on a ¢”(s) = 0 pour tout s € I, c’est a dire que la fonction g est
affine : il existe deux vecteurs fixés u et v tels que Vs € I, g(s) = u + sv.
On en déduit que les arcs a courbure nulle sont les droites affines.

Calcul de la courbure.

On suppose que I'arc régulier orienté I' de classe C? est donné par un paramétrage quelconque
t €lag, bo[— f(t). Soit t — s(t) une abscisse curviligne de I'. Alors, on peut écrire :

ds = | f'(t)|| dt
et en dérivant la fonction f, on trouve les formules suivantes :

ds

fi(t) = 7(3)%
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7(8) = p()5) (o) + 7(5) o

Rappel sur le produit vectoriel.

Pour calculer la courbure d’un arc régulier orienté de classe C?, on rappelle la définition du
produit vectoriel dans R3 : si u et v sont deux vecteurs de R3, il existe un unique vecteur
de R3, noté u A v tel que quel que soit le vecteur w € R3,

det(u,v,w) =< u Av,w >

Le produit vectoriel de deux vecteurs possede les propriétés suivantes :
e Siuetwvsontliés, u Av=0
e <u,uNv>=0, <v,uNv>=0 et det(u,v,u Av) >0
e v Au=—(uAv)et VA1, Aa € R, (Aqug + Aaua) Av = A1(ug Av) + Aa(ug Av)

e Si|lu|l =jv||=1et <u,v>=0,alors ||lu Av|| =1 et det(u,v,u Av) =1
a a2
eSiu= | by | etv=| by | sont les coordonnées de u et v dans la base canonique,
C1 Co
b162 — b261
ona:uAv=| —(ajca — ascy)
albg — CLle

e En particulier e; Aey =e3, 69 Aeg =eq1 et e3 Aep = eo

e [[u Av|| = |lul| ||v] sin @ ol @ est angle des vecteurs u et v.

En effectuant le produit vectoriel de f’(t) et de f”(t), on trouve :

F(0) A F(0) = ()% A (pls)(s) (52 4 7()T2) = () ()P () A ()
Comme 7(s) et v(s) sont normalisés et orthogonaux, ||7(s) A v(s)|| = 1 et par suite on a :
Ly = O A £ _ 170 7 170

(&)° [FEOIN

En appelant [ y(t) | les coordonnées du vecteur f(t), on obtient une formule explicite de

+ (@ (02" (1) — 2" (8)2'(6) + (@ ()" (1) — 2" (£)y' (1)) ]2
(' (8)2 + v/ (12 + 2/(1)2)°)?

En particulier, dans le cas d’un arc plan, on obtient :

()" (1) — 2 () (1)
(@' (1)2 + ' (1)2) "
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2

Exemple 3.3.9. Soit I' la parabole d’équation y = ;3—
P

x
La courbure au point M (x) de coordonées ( z2 ) est donnée par :
2p

p 7
L+ 22 (@ +p)

3.4 Torsion.

Soit I un arc régulier orienté de classe C?, paramétré par le paramétrage normal s € [ —
g(s) € E. Soient 7(s) et v(s) les vecteurs unitaires tangent et normal a I' en M(s) tel que
OM (s) = g(s). Comme ces deux vecteurs sont unitaires et orthogonaux, le vecteur 7(s) Av(s)
est un vecteur unitaire, orthogonal au plan osculateur de T'" en M (s) défini par 7(s) et v(s).

Définition 3.4.1. Le vecteur 3(s) = 7(s) A v(s) est appelé vecteur unitaire binormal a T’
en M(s).

Remarque 3.4.2. Dans le cas d’'un arc plan, ce vecteur est toujours égal au troisieme
vecteur de la base canonique de R3.

Théoréme 3.4.3. Formules de Frenet.

Soit T' un arc régulier orienté de classe C3, paramétré par le paramétrage normal s € I —
g(s) € E. Soient 7(s), v(s) et B(s) les vecteurs unitaires tangent, normal et binormal 4T en
M(s) tel que OM(s) = g(s). Pour tout s € I, il existe 0(s) tel que :

() sy
W) pfs)r(s) + 0()5(s)
as(s) _

Sy = —0(s)v(s)

Définition 3.4.4. Le nombre 0(s) défini ci-dessus s’appelle la torsion de I au point M (s).

Remarque 3.4.5. Dans le cas d’un arc contenu dans le plan xQvy, la torsion est identique-
ment nulle et les formules de Frenet se réduisent a

T _ sy
W) p(syr(s)

DEMONSTRATION :  La premiere formule de Frenet a déja été établie (Définition 3.3.4).
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Montrons la troisieme :
B(s) est un vecteur de norme 1. Donc pour tout Vs € I , < f(s),3(s) >= 1. En dérivant
cette relation, on trouve

df(s)

2<ﬂ(8),w >=10

Donc le vecteur

dB(s)
d

est orthogonal & (3(s).
s
D’autre part, 3(s) est orthogonal & 7(s) pour tout s. En dérivant la relation

Vsel, <f(s),7(s) >=0

on trouve a5(s) dr(s)
s 7(s
< 7(s), 25 + < fB(s), 7 o= 0
Or dr(s)
7(s
< 8(s), T 5= p(s) < B(s), v(s) >= 0
On obtient donc 25(s)
s
=0
< 7(s), I >
et le vecteur d5(s) est orthogonal a 7(s).
s
7 2 . d/B(S) s . \
De ces deux résultats, on déduit que le vecteur T est colinéaire a v(s). On appelle 6(s)
le nombre réel tel que
d
) — pats)

Ceci établit la troisieme formule de Frenet

Pour établir la deuxieme formule de Frenet, on dérive la relation

Vsel, <pB(s),v(s)>=0

On trouve a(s) a5(s)
v(s s
<Bls), — = >+ < —Fv(s) >=0
. dB(s) - -
Or, le produit < p ,v(s) > vaut —0(s) d’apres la troisieme formule de Frenet.
s
Donc a(s)
v(s
=0

D’autre part, on dérive la relation
Vsel, <71(s),v(s) >=0

On trouve
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Or d’apres la premiere formule de Frenet,

< d:lis) ,v(s) >= p(s)
Donc J
<r(), P oo p(a)

Enfin, on dérive la relation
Vsel, <v(s),v(s) >=1

On trouve d(s)
v(s
2< >=10
De ces trois calculs, on déduit que
dv(s
) p(syr(s) + BB
S
ce qui établit bien la deuxieme formule de Frenet. [ |

Proposition 3.4.6. Soit I' un arc régulier orienté de classe C3, paramétré par le
paramétrage normal s € I — g(s) € E. Soient 7(s), v(s) et (3(s) les vecteurs unitaires
tangent, normal et binormal a I" en M (s) tel que OM(s) = g(s). Alors I" est un arc plan si
et seulement si sa torsion 0(s) est identiquement nulle sur I.

DEMONSTRATION :  Si I'arc T’ est plan, quitte & changer de repere, on peut supposer qu’il
est dans le plan zOy. On a déja vu que dans ce cas, le vecteur binormal 3 est constant égal
au troisieme vecteur de base et que la torsion de I' est identiquement nulle (Remarque $).

Réciproquement, supposons que la torsion de I' est identiquement nulle et calculons les
dérivées successives de g, en utilisant les formules de Frenet :

dv(s)

9"'(5) = ()2

—(p(5))*7(s) + p (s)v(s)

On en conclut que les vecteurs ¢'(s), g (s), g""(s) sont liés dans R?® quel que soit s € I.
Précisément, ils vérifient 1’équation :

p(s)g" (s) = =(p(5))°g'(s) + ' ()9 (s)

Soit sg fixé dans I et V' le plan affine passant par M (sg) € I" tel que OM (s0) = g(so) et de
direction 7(sq), ¥(s0). On change le repére pour que V soit le plan 2Oy, défini par I’équation
z=0.

Si s — z(s) est la troisieme coordonnée du paramétrage de I' dans ce nouveau repere, cette

fonction vérifie : .
p()2" (s) = —(p(s))"2'(s) + p'(5)2" (5)
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Mais cette fonction vérifie aussi

2" (s0) = 2'(s0) = 2(s0) = 0
On montre aisément que la seule solution d’une équation différentielle de ce type est z(s) = 0
pour tout s € I. L’arc I' reste donc bien dans le plan V. [

Calcul de la torsion.

On suppose que I'arc régulier orienté I' de classe C* est donné par un paramétrage quelconque
t €lag, bo[— f(t). Soit t — s(t) une abscisse curviligne de I". Alors, on peut écrire :

ds = | f'(t)|| dt
et en dérivant la fonction f, on trouve les formules suivantes :
7ty = ()%
£/0) = p(s)(s) (22)? + 7(5) 22
£ = ()2~ (220 + vl)30() T2 2 1 (23 (a4

D’ou
det (1), £(0), 5" (1)) = pls0(5)(5)"
On en déduit donc la formule :
ooy < B O 0.170) _ det(£(0). (). 1)
p(s)2 ILf @)II° L @) A @)l
Exemple 3.4.7. (Hélice circulaire)

On consideére 'arc régulier orienté paramétré pour t € R par

T = acost
y =asint
z="bt

On a:

ds = \/2' ()2 + o/ ()2 + 2/(t)2dt = \/ a2 + b2dt
Posons ¢ = va?2 + b2. On a donc :

—%sint dr —(j%cost —cost
T = 2 cost , —=| —&sint | , v=| —sint
Q dS 0 0
C
a

a
O déduit : p= 5 = ——
n en déduit : p = pran

On a aussi :
a . b b
—Esmt —cost Esmt a3 C—gcost b
B=1TAv= Scost | A| —sint | = =%cost | , — = &sint | =—=5v
c dS c C2
b 0 a 0
C C

1 b b
Onendedmt:ﬁzc—z:m.

59



Chapitre 3 : Propriétés métrique des arcs paramétrés

Exemple 3.4.8. Cubique gauche.

On consideére 'arc régulier orienté paramétré pour t € R par

x =1t
t2
V=73
t3
%
On a
t4 t2
ds = /2! (1) +y/ (1) + 2/(D)2dt = \[1+ 2 + dt = (1 + )dt
On a donc :
1 0 0 %
o=t .f"O=[1].f"O=10|.fONf"t)=|—t
% t 1 1
. 1+t+ 75 2,
On en déduit : p = (1+%)3 ( +5)
On a aussi :
C+5)! —(t+ )1+ 5)2
/ " 2 2 2 2
= | | vmsar=| G- D0 -
(1+5)! (t+ L)1+ L)2
D'on I " " 2
g O WL0) LB

< =
P2 f @)l 2
Application 3.4.9. Developpées-Développantes dans R?.

Soit T' un arc régulier orienté de classe C?, paramétré par le paramétrage normal s € I —

g(s) € R2. Soient 7(s) et v(s) les vecteurs unitaires tangent et normal a T' en M(s) tel que
OM (s) = g(s).

On appelle développée de I' I’arc paramétré par
sel—di(s)=g(s)+ R(s)v(s)

c’est & dire le lieu des points M (s) tel que OM;(s) = OM(s) + R(s)v(s).
C’est donc le lieu du centre de courbure de T'.
Le vecteur tangent a la développée est donné par

4y (5) = 7(s) + B ((s) + B P = R(s)u(s)

Sa tangente est donc orientée par le vecteur normal a I'.
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On appelle développante de I' I’arc paramétré par
s€l —dy(s)=g(s) — (s —s0)1(s)
La dévolopante de T est le lieu I's des points Ms(s) tels que
OM5(s) = OM(s) — (s — s0)7(8)

Le point M est donc sur la tangente a I' en M (s). La tangente en Ms(s) a 'y est donné
par le vecteur

2(5) = /() = 7(5) = (s = 50) T = (s — s)p(s)w(s)

Sa tangente est donc orientée par le vecteur normal a I'.

61



Chapitre 3 : Propriétés métrique des arcs paramétrés

62



Chapitre 4 : Propriétés métriques des surfaces paramétrées

4

PROPRIETES METRIQUES DES
SURFACES PARAMETREES

4.1 Deéfinitions.

Dans tout ce chapitre, E sera 'espace vectoriel R?, muni de sa base canonique {ey, s, e3}.
Tous les domaines ouverts de D C R? de ce chapitre pourront étre non bornés.

Rappel. 1) Soit D un domaine ouvert de R? et F' : D — R3 une application de classe
Fl (Sa t)
C!. Pour (s,t) € D, soient | Fy(s,t) | les coordonnées de F(s,t). On appelle application
F3 (Sa t)
linéaire dérivée et on note F'(s,t), I'application linéaire de R? dans R® de matrice :
o 9
%o oo
2, (&:%) 7 (&:%)
833 (S’t 3—153(8715)
P OF
t t
oF 55 (5:1) OF oF (5:1) , /
On notera — (s,t) = | S2(s.t) | et —(s,t) = | %2 (s,t) |. La matrice de F'(s,t) sera
88 31.'73 8t SF
S (s,t 5o (s, t
alors égale a
(%E(s:t) ZF(s:1))

2)  Soit D' un autre domaine ouvert de R? et v : D' — D une application bijective,
71 (u, v)
Y2(u, v)
de v(u,v). On appelle application linéaire dérivée et on note ' (u,v), I'application linéaire
bijective de R? dans R? de matrice :

(a—m,v) —<>)

de classe C1 ainsi que son inverse. Pour (u,v) € D', soient ( ) les coordonnées

0
0
U (ua U) 871) (ua U)
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Le Jacobien de v au point (u,v) € D’ est le déterminant de I'application linéaire v'(u,v).

Définition 4.1.1. 1)  Une surface réguliére orientée . de E est définie par un

domaine ouvert D de R? et une application F : D — E de classe C, injective et a dérivée
L . N OF (s,t) OF (s,t)
injective en tout point (s,t) € D, c¢’est a dire que le couple (T(s, t), T(s, t)) est
libre. La surface 3} est 'image de D par F, c’est a dire : ¥ = F(D). On dit alors que F est
une paramétrisation de Y.

2) X est aussi le lieu des points M (s, t) tels que OM(s,t) = F(s,t), ou O est l'origine
du repére.

3) Pour k > 2, on dira que X est de classe C* si F est de classe C*.

On rappelle que le produit vectoriel de deux vecteurs dans R? a été redéfini au chapitre 3
dans le paragraphe 3.

Remarque 4.1.2. L’orientation d’une surface réguliére orientée Y., définie par une appli-
cation F' : D — E de classe C!, est déterminée par le vecteur normal a ¥ en (s,t), c’est a
dire : OF OF
N(Sat) = g(s,t) A E(Sat)

Définition 4.1.3. Un changement de paramétrisation est défini par un domaine ouvert
D’ de R? et une application bijective v : D' — D, de classe C' ainsi que son inverse et telle
que son Jacobien J soit strictement positif en tout point (u,v) € D’. On dira que 7 est un
changement de paramétrage de classe C* si~y est de classe C* ainsi que son inverse.

Proposition 4.1.4. L’application G = Foy : D' — E est une paramétrisation de .

DEMONSTRATION :  Pour tout u,v € D', posons ~(u,v) = (1%2’5;) Alors, la matrice
2\,
de I'application linéaire dérivée au point (u,v) de application = est

01 (uwv) 91 (w,v)
ou ov
( Oy2(u,v)  Oya(u,v) )

ou ov

L’application linéaire dérivée de G vérifie en tout point (u,v) € D',

(o (u0) Gol(uv))=

OF S5F 8’71(’“"”) 8'71(“,1))
( ds (71 (u’ ’U), 2 (u’ U)) ot (71 (u, U)a V2 (u: v)) ) ( 3’728(1:1,1)) 8’728(%,1)) )

ou ov

oG IG
Comme 7/ (u,v) est bijective, les deux vecteurs de R3, — (u,v), 8—(u,v) ont donc méme
v

ou

oF
rang que les deux vecteurs s (71 (u,v),72(u, v)), (v1(u,v),72(u, v)), ce qui prouve bien
s

ot
que G est une paramétrisation de I'.

L’orientation de ¥ n’est pas modifiée par ce changement de paramétrage car on vérifie que
I’'on a I'égalité suivante :

2 ) A G () = D a0) O (40,0, 72 (0,0)) A (), 320 )

ou D, (u,v) est le Jacobien de v en (u,v), qui par hypothese est positif. [ |
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Définition 4.1.5. 1) Soit ¥ une surface réguliére orientée. On appellera ¥, la surface
réguliére orientée égale a 3., mais orientée en sens inverse. Si F' est une paramétrisation de
Y sur le domaine D, ¥ est paramétrée par la fonction (t,s) — F(s,t) sur le domaine D.

2) Un changement d’orientation est défini par un domaine ouvert D’ et une
application bijective v : D' — D, de classe C' ainsi que son inverse, telle que son Jacobien
soit strictement négatif en tout point (u,v) € D'.

En reprenant la démonstration de la proposition 4.1.4, on voit qu'un changement d’orienta-
tion transforme une surface orientée X en 3.

Définition 4.1.6. Soit X une surface réguliére orientée, paramétrée par F' : D — E. On
appelle plan tangent a ¥ au point M (s,t) tel que OM (s,t) = F(s,t), le plan orienté P;,
d’équation paramétrique

OF OF
(A ) € R? — L(\, pu) = F(s,t) + )\g(s,t) + ,uﬁ(s,t)

P, ; est donc le lieu des points N (A, p1) tels que

OF OF
ON(X 1) = LA, p) = OM(s,1) + Az (s,1) + pg (s, 1)

c’est a dire que c’est un plan passant par le point M(s,t) et de vecteurs directeurs

OF oF

E(S,t), E(S’t)'

Remarque 4.1.7. La normale au plan tangent P, est évidemment égale a la normale
N(s,t) a la surface . au point M (s,t).

Proposition 4.1.8. 1)  Le plan tangent P;; en un point M(s,t) a une surface
paramétrée réguliére orientée Y. est invariant par un changement de paramétrage.

2)  Le plan tangent Ps; en un point M(s,t) a une surface paramétrée réguliére
orientée ¥ est changé en Ps; par un changement d’orientation.

DEMONSTRATION : 1) Soit D — F(s,t) un paramétrage de la surface réguliere orientée .
et v: D' — D un changement de paramétrage. Soit G = Fory le nouveau paramétrage de X..
Le plan tangent correspondant au paramétrage initial P, ; a pour équation

OF OF
L(Aau) - F(Sat) + )\g(s,t) + ME(Sat)

En posant s = 71 (u, v) et t = v2(u,v), 'équation du plan tangent correspondant au nouveau
paramétrage est :

Fery(u,o) + AL (3(0,0)) T2 ) + o (30, 0)) T2 )]+
G () T ) + T () T2 () =
F(s.2) 4 DI 0,0) 1 2 0, 0)] T 5, 2) - NP2 )+ 2 )] (5,1
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Comme le Jacobien de v est non nul, en changeant (A, 1) en

omn o 072 072
A——(u,v) + p—(u,v)|, A== (u,v) + p—(u, v
(N2 (1, 0) + 0 ()], DS (1, 0) + i ()
cette équation est bien I’équation du plan tangent a > avec le paramétrage initial. De plus,
comme le Jacobien de v est positif, 'orientation est conservée et le plan tangent orienté est

bien invariant par changement de paramétrage.

2) Le méme calcul, avec les mémes notations montre que si v est un changement
d’orientation, le plan tangent a > est le méme que celui de ¥ mais orienté dans le sens
inverse.

Exemple 4.1.9. On considére une surface Y représentée par l'équation cartésienne
z = f(x,y), ot f est une fonction de classe C*.

Cette surface est paramétrée par F : R? — R3 telle que

F(:L‘,y): Yy
f(z,y)

Soient p(z,y) = g—f(a:,y) et q(x,y) = g—f(a:,y) Alors, on a :
T Y

1 0
oF OF
_(xay): 0 9 —(CL‘,y): 1
0 0
p(z,y) q(z,y)
Par suite, on a :
1 O —p(z,y)
oF oF
N(z,y) = ——(z.y) N —(2,y) = 0 A 1 = | —q(z,y) | #0
or Jy
p(z,y) q(z,y) 1

Le rang de ces deux vecteurs est donc 2 et par suite X est une surface réguliere.
L’équation du plan tangent en M (z,y) a X est

x 1 0 X
L\ p) = y + A 0 + 1 — (v
flz,y) p(z,y) q(x,y) Z

On en déduit que I'équation cartésienne de ce plan est

Z — f(z,y) = (X —x)p(z,y) + (Y —y)q(z,y)

Exemple 4.1.10. On considére la sphéere Y. centrée a l'origine et de rayon R représentée
par 'équation cartésienne x% + y? + 22 = R2.

Cette surface est une surface paramétrée par

- Rcos¢cosb
(¢,0) E]—g,E[X[O,QW]ﬁF(QS,@): Rcos ¢sinf
Rsin ¢
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Le plan tangent en un point a pour vecteurs directeurs :

—Rsin ¢ cosf —Rcos ¢sinf

g—F(qﬁ,Q) = | —Rsin¢sinf | , %—Z(gb,@) = | Rcos¢cosh

¢ Rcos¢ 0

On a donc
OF OF
(6:60) = 5o (640) A 560

—Rsin ¢ cos 6 —Rcos ¢sin 6 (cos ¢)? cos @
—Rsingsin® | A | Rcosgcosd | =—R*| (cos¢)?sind | #O

Rcos ¢ 0 cos ¢ sin ¢

Ces vecteurs sont linéairement indépendants et donc la surface est réguliere.

Exemple 4.1.11. On considere le cylindre Y. centré a l'origine, d’axe vertical et de rayon
R, représenté par I'équation cartésienne =2 + y?> = R>.

Cette surface est une surface paramétrée par

Rcosf
(2,0) e R x [0,27] — F(z,0) = | Rsin6
z
Le plan tangent en un point a pour vecteurs directeurs :
0 —Rsinf
F F
%—2(2,9) = (1) , %—9(2,9) = chs@
On a donc :
OF OF
0 —Rsinf —Rcosd
0| A| Rcosf | =| —Rsinf | #0
1 0 0

Ces vecteurs sont linéairement indépendants et donc la surface est réguliere.
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4.2 Longueur d’un arc régulier tracé sur une surface réguliere
paramétrée.

Dans la suite, on suppose de plus que E = R? est muni du produit scalaire euclidien usuel,
que l'on notera < .,. >. On notera aussi |.|| la norme euclidienne associée.

Proposition 4.2.1. Soit ¥ une surface réguliére paramétrée par (u,v) € D — F(u,v) et
soit I" un arc orienté régulier tracé sur 3., défini sur un intervalle |ag, bg| par la paramétrisation
t — f(t) = F(u(t),v(t)), ot (v(t),v'(t)) # (0,0) pour tout t €lag,bol. Soit [a,b] Clag, bol.
La longueur de T sur [a, b] est égale a :

St () = / I/ de

avec

— (u(t),v(t)) >/ (t)v'(t) + Hg—f(u(t), v(t))

DEMONSTRATION : Il suffit de calculer f/(t) et d’appliquer la définition 3.2.2 :

OF OF

F(t) = [F (u(t), ()] = 55— (u(t), v(£)) ' (8) + - (ult), v(®))v'(?)

La norme de ce vecteur est bien égale a ’expression ci-dessus. |

Comme dans le chapitre 3, on pourra écrire symboliquement cette relation :

- 5 o ot0)

ou de facon encore plus abrégée :

2
dSQZHg—F du’® + 2 < g ?9 dudv—kH
U

Exemple 4.2.2. 1) Soit T un arc régulier paramétré par

x(t)
t E]a,o, bo[—> y(t)
Y

fz(t),y(t))

tracé sur la surface d’équation cartésienne z = f(x,y). Alors, avec les notations de I'exemple
4.1.9 et en posant pour simplifier p = p(:c(t), y(t)) et q = q(:c(t), y(t)), ona:

ds* = [(1+p)2'(t)” + 2paa’ (t)y' (t) + (1 + ¢*)y'(£)°]dt?
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ou encore en abrégé :

ds® = (1 + p?)da? + 2pqdzdy + (1 + ¢*)dy?

2)  Soit I' un arc régulier paramétré par

Rcos ¢(t) cosO(t)
t €Jag, bo[— | Rcosp(t)sinb(t)
Rsin ¢(t)

tracé sur la sphére centrée a l'origine, de rayon R. Alors, avec les notations de I’exemple
4.1.10, on a :

ds® = [R?¢'(1)* + R2(cos ¢(1))°0'(1)]di>
ou encore en abrégé :

ds® = R2d¢? + R?(cos ¢)°d6?

3)  Soit I un arc régulier paramétré par

RcosO(t)
t G]ao,bg [—> Rsin Q(t)

2(t)

tracé sur le cylindre centré a l'origine, d’axe vertical et de rayon R. Alors, avec les notations

de I'exemple 4.1.11, on a :
ds* = [2/(t)* + R0 (t)*]dt?

ou encore en abrégé :

ds® = dz? + R?dp>

4.3 Aire d’une surface paramétrée.

Définition 4.3.1. Soit ¥ une surface réguliére paramétrée par (s,t) € D — F(s,t). On
appelle élément d’aire et on note do :

OF oF
dn = |5 6.0 55 (5.0 st = (5.0 s

Exemple 4.3.2. On considére une surface Y. représentée par l’équation cartésienne z =
f(x,y), ot f est une fonction de classe Ct (cf. exemple 4.1.9).

Cette surface est paramétrée par F : R? — R3 telle que

F(l’,y) = Y
f(z,y)
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En posant p(z,y) = g—i(az,y) et q(x,y) = g—‘;;(x, y), on a, comme dans I’exemple 4.1.9 :
1 O —p(z,y)
oF OF '
N(z,y) = o—(2,9) A 8—y(x,y) = 0 A 1 = | —a(z,y)
p(z,y) q(z,y) 1

D’ou

do = \/1+p(w,y)? + q(z,y)>dady

Exemple 4.3.3. On considére la sphéere Y. de rayon R représentée par I’équation cartésienne
22 +y? + 22 = R? (cf. exemple 4.1.10).

Cette surface est une surface paramétrée par

- Rcos¢cosb
(¢,0) e]—g,E[X[O,QTF]%F((ﬁ,G): Rcos ¢sinf
Rsin ¢

On en déduit donc, comme dans I'exemple 4.1.10 :

OF OF
—Rsin ¢ cos 0 —Rcos¢sinf (cos ¢)? cos @
—Rsingsin® | A | Rcosgcosd | =—R*| (cos¢)?sind
Rcos ¢ 0 cos ¢ sin ¢

D’ou
do = R? cos ¢pdfdo

Exemple 4.3.4. On considére le cylindre Y. d’axe vertical et de rayon R représentée par
I'équation cartésienne 2% + y? = R? (cf. exemple 4.1.11).

Cette surface est une surface paramétrée par

Rcost
(2,0) € R x [0,27] — F(2,0) = | Rsinf
z
On a, comme dans 'exemple 4.1.11 :
oF oF
N = — —_— =
(2,6) = 5 (.0) A 55 (2,6)
0 —Rsin6 —Rcos0
0] A Rcost = | —Rsinf
1 0 0
D’ou
do = Rdzdf
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Définition 4.3.5. Soit ¥ une surface réguliere paramétrée par (s,t) € D — F\(s,t). L’aire
de Y est égale a

OF
YA — (s, t)H dsdt = / |IN(s,t)|| dsdt
D

d_
o ot

Montrons que cela correspond intuitivement a la notion physique d’aire :

H—St /\—stH H H H—st |sin 6|

F iy

ou 0 est I'angle des deux vecteurs 8_(8 t) et E(S t). Donc la quantité
s

OF OF
Hg(s, t) A E(S’ t)H dsdt

est égale a la surface d’un parallélogramme contruit sur ces deux vecteurs, dont les cotés
8F( t)||ds et 8F( )| dt
— (s, s et ||— (s, .
0s ot

Ceci est donc aire élémentaire de la surface X au point (s,1).

sont de longueur

Exemple 4.3.6. 1) L’aire de la sphére de rayon R est :

A R?

2)  L’aire du cylindre d’axe verticale et de rayon R, comprise entre z = a et z = b est
27R(b—a)

En effet en reprenant les calculs des exemples 4.3.3 et 4.3.4, on trouve :
Pour la sphere :

27
A // R2 cos pdOdd — / / R2 cos ¢d0dp —
| 5,3[x[0,2r] zJo

272

™

27 / ; R? cos ¢pdp = 4m R>

(SE

Pour le cylindre :

b r2m
A= // RdOdz = / / Rdfdz =27 R(b — a)
[a,b] x [0,27] a J0O
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Chapitre 5 : Formes différentielles

D
FORMES DIFFERENTIELLES

5.1 Quelques éléments d’algebre extérieure

Dans ce chapitre, E désigne 'un des espaces vectoriels R™ avec n = 1,2 ou 3.
On rappelle que le dual de E est 1'espace vectoriel Z(E;R) des formes linéaires sur E ; on
le note E*.
Si R™ est muni de sa base canonique {eq,ea, ..., €, }, on définit la base duale {e},¢3, ..., €%
par :

VZ,] € {1, 2, ceey n}, e;(ej) = 6ij

*

On vérifie aisément que {e}, €3, ...,e}} est une base de E*.

Définition 5.1.1. 1) Soit p € N. Une application ¢ : E» = E X E x ...E — R est
une forme p-linéaire alternée si

(i) ¢ est p-linéaire
(ii) V{vi,v2,...,vp} € EP, Vj € {1,2,..p — 1},

(ZS(’Ul, <y U5, Vj541, ...,’Up) = —¢(Ul, <oy Ujg1, Uy, ...,Up)

2)  L’ensemble des formes p-linéaires alternées de E est noté Ap(E).

Proposition 5.1.2. Soit ¢ € A,(E). Alors :
i) Sio est une permutation de {1,2,...p},

BV (1), Va(2)s s Vo (p) = 8(0)P(V1, V2, ..., Up)

ot (o) est la signature de o

ii)  Si{vi,v2,...,vp} sont des vecteurs liés de E, alors ¢(vi,va, ...,vp) = 0. Ceci est en
particulier le cas si I'un des vecteurs {v1,va,...,v,} est nul.

iii)  Sip>n=dim(E), alors A,(E) = {0}
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iv) Ap(E) est un espace vectoriel sur R.

DEMONSTRATION : i) Si ¢ est une permutation de {1,2,...p}, alors o sécrit comme
composée de transpositions i, 7, ..., 7, et sa signature est égale par définition a (—1)F.
Il suffit donc d’appliquer la définition k fois pour obtenir le résultat.

ii) Remarquons d’abord que si deux des vecteurs {vy, v, ..., v, } sont égaux,

d(v1,v2, .0y0p) =0

En effet, quitte a effectuer une permutation d’indices, ce qui ne change éventuellement que
le signe de ¢(vy,v2,...,vp), On peut supposer que vq = vo. En permutant ces deux vecteurs
et en appliquant la définition, on a alors :

P(v1,01, .0, vp) = —@(V1, V1, ..., Vp)
d’ou
d(v1,v1,.000p) =0

Si les vecteurs {v1,vs,...,vp,} sont liés, I'un par exemple v; est combinaison linéaire de
{va, ...vp} et par linéarité, ¢(v1, va, ..., vp) sera une combinaison linéaire de ¢(v;, va, ..., vp) ol
i €{2,3,...,p} qui seront tous nuls d’apres la remarque précédente.

Donc ¢(v1,v2, ..., vp) =0

iii) Si p > n, tout systéme de p vecteurs est nécessairement lié et on applique ii).

iv) est évident.
Représentation des formes p-linéaires alternées.
Soit ¢ une forme p-linéaire alternée sur E.

On note v; = Y. | x;je; les coordonnées d'un vecteur v; dans la base canonique de FE.
Compte tenu de la p-linéarité de ¢, on obtient :

G(01,02, 000, Vp) = D T (T2, () Tpoa(p)D(Ex(1)s Ex(2) 2 Ex(p)

X€ §pn

ol fpn est 'ensemble des applications injectives de {1,2,...p} dans {1,2,...n}.

Proposition 5.1.3. Si p = n, alors dim(An(E)) =1.

DEMONSTRATION :  Si p = n, I'expression de ¢ obtenue ci-dessus devient, compte tenu de
la proposition 5.1.2 4) :

P(v1, 02, .0y Vp) = Z S(U)xl,a(l)mQ,o(Z)---xp,a(p)¢(€1a625---aen)

créfnn

ol §  est 'ensemble des permutations de {1,2,...,n}.
Donc ¢ est déterminée par un seul coefficient : ¢(eq, e, ..., e,) et la dimension de A, (E) est
bien égale a 1. |
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Corollaire 5.1.4. Si p = n, alors il existe une forme n-linéaire alternée unique, notée
el Nes A... ey, sur E telle que

* * *
efNesN ... Ner(er,ea, ..., en) =1

Définition 5.1.5. e] Ae; A ... Ae}, s’appelle le déterminant de n vecteurs relativement a
la base {e1, e, ...,en}.

5.2 Formes p-linéaires alternées sur R, R? et R®.

On suppose que E =R, R? ou R3, muni de sa base canonique que 1’on notera {e;}, {e1, e}
ou {eg, ez, €3}
Cas p=1
Il est immédiat que dans ce cas, quelque soit E, A;(F) est 'ensemble des formes linéaires
sur E. C’est a dire que toute forme 1-linéaire alternée ¢ s’écrit :

sur R, ¢ = aej,

sur R2, ¢ = ae} + bes,

sur R3, ¢ = ae} + bes + ce3,
avec a, b,c € R.

Exemple 5.2.1. Sur R?, la I-forme linéaire alternée ¢ = ae} + bes est I'application qui a

tout vecteur v = ("Z) associe ax + by.

Casp =2

Dans ce cas, d’apres la proposition 5.1.2, A3 (R) = {0}.
D’aprés la proposition 5.1.3, As(R?) est de dimension 1, c’est & dire que toute forme 2-
linéaire alternée ¢ sur R? s’écrit
p=aelNe;

oll e} A e} est le déterminant usuel dans R2.
Dans le cas n = 3, une forme linéaire 2-alternée ¢ s’écrit, d’apres la proposition 5.1.2 i),
pour v1 = x1e1 + Yyies + z1€3 et vo = Taeq + Y€ + 2963 :

d(v1,v2) = (Y122 — 2192)P(ea, €3) + (2172 — 2122)P(e3,€1) + (T1Y2 — Y122)d(€1, €2)
Donc ¢ est déterminé par les trois coefficients ¢(eq,e3), P(e3,e1), Pp(e1,e2) et par suite,
A5 (R3) est de dimension 3. On note :

e5 A e} la forme 2-linéaire alternée telle que €5 A €} (v1,v2) = Y122 — 2192
e; A ey la forme 2-linéaire alternée telle que €5 A e} (v1,v2) = 2122 — X122
e} A e} la forme 2-linéaire alternée telle que e} A e} (v1,v2) = 2122 — X129
Alors toute forme 2-linéaire alternée ¢ sur R? s’écrit :
p=aesNes+besNel+cel Nes

avec a, b, c € R.
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Exemple 5.2.2. Sur R3, la 2-forme linéaire alternée ¢ = a e5 N ek +bes Aef +c el Ae

Z1 Z2
est Iapplication qui a tous vecteurs v1 = | y1 | et v = | y2 | associe a(y1z2 — z1y2) +
<1 22

b(z19 — x122) + c(x1Yy2 — Y122).

Cas p=3

Dans ce cas, Az3(R) = A3(R?) = {0}

Par contre, A3(R3) est de dimension 1. C’est a dire que toute forme 3-linéaire alternée sur
R3 s’écrit :
p=ae;Nes Nej

ot ef A e} A e est la forme 3-linaire alternée égale au déterminant usuel dans R3.

Exemple 5.2.3. Sur R3, la 3-forme linéaire alternée ¢ = a e} A e} A e} est I'application

Moy Z2 xs3
qui & tous vecteurs vy = | y1 |, va = | y2 | et v3 = | y3 | associe a[rz(y122 — z1y2) +
zZ1 z9 z3

y3(z122 — x122) + 23(21Y2 — Y172)).

Remarque 5.2.4. Plus généralement, on peut définir le produit extérieur de p vecteurs
dans (R™)*, noté vy Avs...A\vy, qui sera une forme p-linéaire alternée sur R". Par construction,
ce produit extérieur vérifie les propriétés :

i)  Chaque application v; — vT A AV AL Aoy est linéaire
i) Vje{l2,.p—1},

VI A ANVF AV A ANy = =0T A AU AU A LAY

s * * * s A * * *x
ii)  Si les vecteurs vy, vs, ..., v, sont liés, vi Avy... Avg = O.

5.3 p-formes différentielles.

Définition 5.3.1. Soit F = R,R? ou R? et A une partie de E. Une p-forme différentielle a
sur A est une application de A dans Ap(E).

Casp=1

Si a est une 1-forme différentielle sur A, il existe des applications a; : A — R, 1 < i <mn,
telles que
Yoe A, alv) =a1(v)e] +az(v)es + ... + an(v)e),
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Notations 5.3.2. Soit v € A. On notera v = x1e1 + x2€3 + ... + x,€, les coordonnées de
v dans la base canonique de R™ et on identifiera les fonctions de v et les fonctions des n
variables (1, X2, ..., Tp).

Remarque 5.3.3. Relation avec les diftérentielles de fonctions.
af of of

Soit f : A C R™ — R une fonction différentiable et soient ( , eees
oxr1’ O0xa ox,

) ses dérivées

partielles par rapport aux variables (x1,xa, ..., Tp).

L’application linéaire dérivée f'(v) de f au point v est la forme linéaire sur R™ de matrice
d d d
(5£(0) 2L . . FL)
C’est donc une 1-forme différentielle alternée sur A.

Avec les notations du paragraphe précédent, cette dérivée s’écrit :

o Of . Of af
f(v)—a—ml(v)%Jra—@() 2+ . +87n()n

Soit i € {1,2,...,n}.

Remarquons que si f;(v) = x;, alors f/(v) = e}. Notons que la dérivée de f; est constante,
c’est a dire que sa valeur en tout point v est la méme.

Ceci justifie 'introduction des notations différentielles :

Notations 5.3.4. On notera, pour tout i € {1,2,...,n}, ef = dx;.

Par suite, en notant aussi df(v) la dérivée de la fonction f au point v, on obtient la
formulation classique :

af( )dﬂfl—l-a—f( ) dxa + .. +8_f( )dxy,
81‘1

df(’l)) 81‘2 856‘”

Par analogie, on notera aussi :

Notations 5.3.5. Soit a une 1-forme différentielle sur A, dont les coefficients sont notés
ai,as,...,a, : A — R. Alors,

Yoe A, a(v) =a1(v)drr + ax(v)dzs + ... + a,(v) day,

En particulier, dans R, R? et R3, une 1-forme différentielle s’écrit :
dans R, a(v) = a(v) dx
dans R%, a(v) = a(v) dx + b(v) dy
dans R?, a(v) = a(v) dz + b(v) dy + c(v) dz

Casp=2

Dans R? :
Si a est une 2-forme différentielle sur A C R?, il existe une application a : A — R, telle que

Vo e A, alv)=a(v) el Aej
En accord avec les notations précédentes, on définit les notations suivantes :
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Notations 5.3.6. 1)  On pose ej N e5 = dxdy
2)  Toute 2-forme différentielle sur A C R? s’écrit

Yo e A, a(v) =a(v)dzdy

Remarque 5.3.7. FEtant données les propriétés des produits extérieurs sur R?, Remarque
5.2.4, on obtient les formules suivantes :

dxdy = ej Ney = —e5 N e = —dydzx
dedr =ej Nef =0, dydy =e3 Nes =0
Dans R3 :
Si « est une 2-forme différentielle sur A C R3, il existe des applications a,b,c : A — R, telles
que
Yo e A, alv) =av) e ANes+b(v) es Ael + c(v) ef Neés
En accord avec les notations précedentes, on définit les notations suivantes :
Notations 5.3.8. 1)  On pose es N es = dydz, exs N ef = dzdx, e5 N e = dxdy
2)  Toute 2-forme différentielle sur A C R3 s’écrit
Yo e A, a(v)=a(v)dydz + b(v) dzdx + ¢(v) dzdy

Remarque 5.3.9. FEtant données les propriétés des produits extérieurs, sur R?, Remarque
5.2.4, on obtient les formules suivantes :

dydz = e5 N ey = —e3 N ey = —dydz

dzdr =ej Nel = —ej Nej = —dxdz

dxdy = e} Nej = —ej N e = —dydz
dedr =ef Nef =0, dydy=e5Nes =0, dzdz=e35Nes =0

Casp=3

Si a est une 2-forme différentielle sur A C R3, il existe une application a : A — R, telle que

Voe A, a(v)=a(v) el Nes Aej
En accord avec les notations précedentes, on définit enfin les notations suivantes :
Notations 5.3.10. 1) On pose ej A e} Aes = drxdydz

2)  Toute 2-forme différentielle sur A C R3 s’écrit
Yve A, alv)=a(v)drdydz
Remarque 5.3.11. Etant données les propriétés des produits extérieurs sur R®, Remarque
5.2.4, on obtient les formules suivantes :
drdydz = el Nes Nej = —es Nef Ney = —dydxdz , ...
dedxdy = el Nej Nes =0, dydydz =e3 Nes Nes =0, ..

Définition 5.3.12. On dira qu’une p-forme différentielle sur A C E est de classe C* si ses
coefficients le sont.
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5.4 Formes différentielles fermées, exactes ; transposition.

Dans toute la suite, on se placera sur R3, les mémes résultats sont vrais sur R? et R en
convenant que dz = 0 si on est sur R? et dy = dz = 0 si on est sur R.

Définition 5.4.1. Différentielle extérieure d’une forme différentielle.

Soit v une p-forme différentielle de classe C! sur A C R3, p = 1, 2. La différentielle extérieure
de a est la (p + 1)—forme différentielle da définie par :

a=adr+bdy+cdz = da =dadx + dbdy + dcdz
a = adydz + bdzdx + cdxdy = da = dadydz + dbdzdx + de dxdy
ot da, db, dc sont les différentielles des fonction a, b, c.
Cette définition généralise la notion de différentielle d’une fonction. En effet une fonction f

sur A C R? de classe O peut étre considérée comme une O-forme différentielle de classe C*
et sa différentielle est bien une 1-forme différentielle (remarque 5.3.3).

En appliquant les régles de calcul données par les remarques 5.3.7, 5.3.9et 5.3.11 et en
écrivant

da = a, dx + ay dy + al,dz , db= b}, dx + b, dy + b, dz , dc=c,dx+c,dy+c, dz
on trouve immédiatement :
Proposition 5.4.2. Soit a une p-forme différentielle de classe C* sur A C R3, p =1, 2.
a=adzr+bdy+cdz= do= (¢, — b)) dydz + (a), — ¢,) dzdzx + (b, — a;,) dzdy
a = adydz + bdzdx + cdrdy = da = (a), + b), + ¢,) dvdydz

Définition 5.4.3. Soit o une p-forme différentielle sur A C R3, p = 1,2,3. On dit que a
est exacte s’il existe une (p — 1)—forme différentielle w de classe C* sur A telle que

a = dw

Proposition 5.4.4. 1) p=1:a=adr+bdy+ cdz est exacte s'il existe une
fonction f: A — R telle que

a=f,,b=f,. c=f

2) p = 2:a = adydz + bdzdx + cdxdy est exacte s’il existe des fonctions
f,g9,h: A— R telles que

a=hy—g,  b=fl—hy . c=g,—f,

3) p=3:a=adzxdydz est exacte s’il existe des fonctions f,g,h: A — R telles que
a=f,+g,+n,
Exemple 5.4.5. Soit a la 1-forme différentielle sur R? telle que :
a(z,y) = (2zcosy — y?sinz) dx + (2y cos z — x? siny) dy
Alors « est exacte.
En effet , on cherche une fonction f: R? — R telle que

= 2z cosy —y’sinz f; = 2ycosx — x>

2

siny

Toutes les fonctions définies par f(z,y) = 22cosy + y?cosz + C, ot C est une constante

conviennent.
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Exemple 5.4.6. Soit o la 2-forme différentielle sur R? telle que :
a(z,y) = dzdy

Alors « est exacte.

En effet, on cherche une 1-forme différentielle w sur R? telle que

/

w=adr+bdy, 1="0, —a,

Toutes les formes différentielles définies par w = (_% + C)dzx + (g + C")dy ou C et C’ sont

des constantes conviennent.

Définition 5.4.7. Soit a une p-forme différentielle de classe C* sur A C R3, p = 1,2, 3.
On dit que « est fermée si
da =0

Proposition 5.4.8. Toute forme différentielle exacte de classe C! est fermée.

DEMONSTRATION : Ce résultat est dii aux formules de Schwartz : si f: A C R3 — R est
deux fois contintiment différentiable, alors

" " " " " "
fxy:fyx: yz:fzy7 zm:fmz

Soit o une p—forme différentielle exacte de classe C!. Distinguons les cas p = 1,2,3 :

Si p = 1, il existe une fonction f de classe C? telle que
o= fdr+ f,dy+ fldz

D’ou :
da = (f, — fy.) dydz + (f., — f,) dzdx + (fy, — fr,) dedy =0

Si p = 2, il existe des fonctions f, g, h de classe C? telles que

a = (hy, — g.)dydz + (f, — hi) dzdz + (g, — f,) dxdy

D’ou :
Si p =3, da = 0 car do est une 4-forme différentielle sur R3. [ ]

Définition 5.4.9. Transposition des formes différentielles.

Soient E et F deux espaces vectoriels égaux AR, R? ou R?, o : A C F — A,(F) une p-forme
différentielle sur A et ¢ : U C E — F une application de classe C' telle que ¢(U) C A.

La transposée de o par ¢ est la p-forme différentielle ¢*ov: U C E — Ap(E) telle que
Ve U . ¢*alv) = a($())od (v)
On rappelle que quel que soit v € U, ¢/ (v) €L (E; F).
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Tous les exemples que nous allons traiter sont tels que F = R3. Les cas F = R? et F =R

s’en déduisent en prenant dz = 0 ou dy = dz = 0. Les applications ¢ seront donc a valeurs
dans R3.
x

Soient ¢ = [ y | les coordonnées de ¢ dans la base canonique de R3.
z

Proposition 5.4.10. Casp =1, a =adr + bdy +cdz: A C R® — A;(R3).
1) Si¢:U CR — R3, on obtient, ¥Vt € U :

¢ a(t) = [a((t))2'(t) + b(d(1)y' (1) + c(o(1)) 2’ (1)] dt

2) Sig¢g:U CR?— R3, on obtient, V(s,t) € U :
(s, t) = la(P(s, 1))z} (s, ) + b((s,t))ys(s, t) + c(o(s,t)) 24 (s, t)] ds+
(a((s. )45, ) + b((5. )5, + c(6(5,)) 24 (5. O] dt

3) Si¢:U CR®— R3 on obtient, V(s,t,u) € U :
¢ a(s, t,u) =
la(@(s, t,u))al (s, t,u) + b(P(s,t,uw))ys(s, t,u) + c(p(s, t,u)) 24 (s, ¢, u)] ds+
[a(@(s,t,u))zy(s,t,u) + b(P(s, t,u))y;(s. t,u) + c(d(s, t,u))z(s
[a(@(s,t,u))z, (s, t,u) + b(d(s, t,u))y, (s, t,u) + c(@(s, t,u))z, (s
Proposition 5.4.11. Casp =2, a = bdydz + cdzdx + adxdy : A C R3 — A;(R3).

1) Sig¢:U CR — R3, on obtient, ¢*a(t) =0
2) Si¢:U CR?— R3, on obtient, V(s,t) € U :

¢*a(s.t) = [a((s. 1) (ys(s, t)z (s, 1) — (s, t)ze(s. 1))+

b(¢(5a t)) (Z; (S’ t)xi (Sa t) - 22 (Sa t):E; (Sa t))
e(6(s.1)) (& (. )y (5. 1) — (s, )y (5.1))] dsdt

3) Si¢:U C R® — R3, on obtient (en oubliant les termes (s,t,u) pour alléger la
présentation) :

laop(yL2; — yizg) + bog(2iwy — zjal) + co(aly; — wiy,)] dsdt+
lacd(yi 2y, — Yo 2p) + bod(2iwy, — 2, 2%) + cop(xiy,, — 24,y;)] dtdu+
/

[ ¢(yu s ys u) + bo¢( ’:L - Z;x;) + CO¢(m;Ly; - :E;y;)—f—] duds
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Proposition 5.4.12. Cas p =3, a = adzdydz : A C R® — A;(R3).
1) Si¢:U CR — R3, on obtient, ¢*a(t) =0
2) Si¢:U CR?*— R3, on obtient, ¢*a(s,t) =0
3) Si¢:U CR3®— R3, on obtient :

P a = acd(s, t, u)det (¢’ (s, t,u)) dsdtdu

Exemple 5.4.13. Passage en coordonnées sphériques.
x =1rcosfcosp
L’application ¢ est définie par : { y = rsinf cos ¢
z=rsiny
pour (r,0,9) € D =R x]0, 27| X]%ﬂ, g[
Soit a(z,y,z) = xdy — ydx. Alors : ¢*a(r,0,p) = r%(cos p)? df

Soit B(z,y, z) = zdzdy. Alors : ¢*B(r, 0, @) = rsin ¢(r(cos p)? drdd + r? cos psin ¢ dodyp)
Soit v(x,y, 2) = dxdydz. Alors : ¢*y(r,0, ) = r? cos p drdfdyp
Exemple 5.4.14. Passage en coordonnées cylindriques.
x =rcosf
L’application ¢ est définie par :{ y =rsin@ pour (r,0,z) € D =R" x]0,2x[ x R.

z

Soit a(x,y,2) = xdy — ydx. Alors : ¢*a(r,0,z) = r>do
Soit B(x,y, z) = zdxdy. Alors : ¢*((r,0,z) = rzdrdf
Soit y(z,y, z) = dedydz. Alors : ¢*y(r,0,z) = rdrdfdz

Remarque 5.4.15. Les calculs de I'exemple précédent donnent aussi les formules dans le
cas du passage en coordonnées polaires dans R?.

Théoréme 5.4.16. Soient E et F' deux espaces vectoriels égaux a R, R? ou R3, a: A C
F — A,(F) une p-forme différentielle de classe C* sur A et ¢ : U C E — F une application
de classe C telle que ¢(U) C A.

La transposée ¢*a: U C E — A,(FE) de a par ¢
d(¢p*a) = ¢*da

c’est a dire que la différentielle de la transposée de o par ¢ est égale a la transposée par ¢
de la différentielle de «.

DEMONSTRATION :  On va se placer dans un cas particulier, le cas général se traite de la
meéme facon mais avec d’autres calculs.
Supposons que « est une 2-forme différentielle sur A C R3 et que ¢ est une application de
x
U Cc R? — R3. On pose, comme ci-dessus : a = adydz + bdzdx + cdzdy et ¢ = | y
z
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Alors
¢ =
laod(yez; — Yy25) + bog (2,3} — ziay) + cop(@,yy — T1Y,)| dsdi+
[asd(yy20 — Yuzt) + bod(2y2, — 227) + cog(zyy,, — ', yy)] didut
aod(yyzs — Yizi,) + Doz, 2 — 25a,,) + cod(xy,ys — 24y,,)+] duds

et par suite, apres un calcul un peu long :

d(¢*a) = (alod + biop + ¢l op)detd” dsdtdu = ¢*da

Exemples 5.4.17. En reprenant les formes diftérentielles des exemples 5.4.13 et 5.4.14, on
constate que v = df3 et que dans le cas des coordonnées sphériques comme dans le cas des
coordonnées cylindriques,

¢"y = ¢"df = d(¢" )
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6
FORMULES DE STOKES

Dans ce chapitre, sauf mention explicite du contraire, les courbes seront orientées dans le
sens trigonométrique et les surfaces seront orientées dans le sens des normales dirigées vers
I'extérieur.

6.1 Intégrale d’une p-forme différentielle sur une p-surface.
Dans cette partie, on se place sur E = R3, le cas de R? s’en déduit en faisant z = 0.
Casp=1:

Soit ' un arc régulier, de classe C'' par morceaux, orienté paramétré par une fonction

(1)
f:ICR — R? de coordonnées f(t) = | y(t)
2(t)

Soit @ = adx + bdy + cdz une 1-forme différentielle définie sur A tel que I' = f(I) C A.
Définition 6.1.1. L’intégrale de a sur I' est définie par :

/Fa - /I[a(f(t))x’(t) +b(f()y () + c(f(1) 2 (1) dt = /If*a(t)

Exemple 6.1.2. On se place sur R2. Soient pour (z,y) € R?— {0}, la 1-forme différentielle
« définie par :

(2.7) rdy —ydx

alz,y) = ——7—

et I' le cercle de centre (a

b) et de rayon R, ne passant pas par O, parcouru dans le sens

trigonométrique.
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a+ Rcost
b+ Rsint -’

/ _/27r R? + R(acost + bsint)
Fa— o a?>+b%>+ R?+2R(acost + bsint)

I' est paramétré par { Alors :

On pose ¢ = va? + b2 et il existe ty tel que (acost + bsint) = ccos(t — tg). On effectue le
changement de variable u =t — ty dans l'intégrale :

/ /2“0 R2 + R%ccosu
a = du
r 4, 2+ R?*42Rcosu

. U
FEn passant a tan 3 on trouve :

R? — 2
= 1 _
/Fa 7| +\R2—cz|]

azOsi(zZ—}—bz>R2e’c/a:27rsia2—H72<R2

c’est a dire a /
r

r

Proposition 6.1.3. L’intégrale de a sur I' est indépendante du paramétrage de I' et est
changée en son opposée par un changement d’orientation.

DEMONSTRATION :  Soit v : J — I un changement de paramétrage ou d’orientation de T,
de classe C*! et posons g = fory.

Lemme 6.1.4. On a: g*a(s) =7'(s) fra(v(s)).

g1 f1
DEMONSTRATION DU LEMME 6.1.4 : Sia =adr +bdy+cdz, g= | g2 |, f=| f2 | et
g3 I3

t =~(s), on peut écrire :
g*a(s) = [acg(s)gi(s) + beg(s)gs(s) + cog(s)gs(s)] ds =
Y (s)lao fory(s) f1(7(s)) + bofov(s) f2(v(s)) + cofov(s) fa(v(s))] ds = 7' (s) f*u(v(s))

Alors, en reprenant la démonstration de la proposition 6.1.3, on peut écrire :

/J g a(s) = /J V() aly(s)) = / 0

la derniere égalité étant due a la formule de changement de variable dans les intégrales,
le signe + correspondant & un changement de paramétrage (7/'(s) > 0) et le signe —
correspondant & un changement d’orientation (7/(s) < 0).

Définition 6.1.5. Circulation d’'un champs de vecteurs le long d’un arc I'.

1) On dira que V est un champs de vecteurs sur R3 si V est une application de R3

dans lui méme. On notera :
a(z,y,z)
V(z,y,z) = | bx,y, 2)

c(z,y, 2)
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2)  Soit T un arc régulier, de classe C! par morceaux, orienté paramétré. La circulation
de V le long de I" est définie par
/ a
r

ol a est la forme diftérentielle o = adx + bdy + cdz.

Casp=2:

Soit ¥ une surface réguliere, de classe C'' par morceaux, orientée paramétrée par une fonction
(s, t)

F: D CR? — R3 de coordonnées F(s,t) = | y(s,t)
2(s,t)

Soit @ = adydz + bdzdx + cdxdy une 2-forme différentielle définie sur A telle que
¥ =F(D) C A.

Définition 6.1.6. L’intégrale de o sur X est définie par :

//Ea - //D[G(F(Sat))(yé(&t)zé(s,t) oyl (s, )2 (5, 8))+

b(F(Sa t)) (Z; (Sa t)m;(s, t) _22 (Sa t):l?; (Sa t)) +C(F(S’ t)) (1‘; (5’ t)yé (Sa t) _x;: (Sa t)y; (Sa t))] dsdt =

/ /D Fra(s, 1)

a(z,y) = xdydz
et ¥ le cylindre de révolution défini par x> +y?> = R%?, 0 < z < h.

Exemple 6.1.7. Soient

x = Rcost
Y est paramétrée par ¢ y = Rsint , pour (¢,z) €]0,27[x]0, A[.

z

27 h
// a= RZ/ / (cost)? dtdz = nR*h
b o Jo

Proposition 6.1.8. L’intégrale de a sur ¥ est indépendante du paramétrage de X et est
changée en son opposée par un changement d’orientation.

Alors :

DEMONSTRATION : Soit v : D’ — D un changement de paramétrage ou d’orientation de
3, de classe C! et posons G = Foy.

Lemme 6.1.9. On a: G*a(u,v) = det(y' (u,v)) F*a(v(u, v)).

G
DEMONSTRATION DE LEMME 6.1.9 : Si a = adydz + bdzdx + cdxdy, G = | Gy |,
Gs
Fy
F=| F | et (s,t) = v(u,v), on peut écrire :
F;

G a(u.v) = [asGon ) (1,0) 27 (1, ) — 22 (1,) 25 (09 1.
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oG oG oG oG
oG (1, v) (=5 (1, 0) =+, 0) = =7 (,0) =5 (1, 0) +

0G1 0G> 0G4 0G>
8—u(u,v)W(u,v) 5 —(u,v)—= 5u (u,v))] dudv

Or, par un calcul rapide, pour tout 7 et j égaux a 1,2, ou 3

oG, G, oG, aG;,
du (1, 0) v (u,0) = v (1, 0) ou (u,0) =

OF; OF; OF; OF;
det(v’(u, v))[goy(u,v) 8tj oy(u,v) — o oy (u, v) 8tj oy (u, v)]

Donc en reportant ci-dessus, on trouve bien
G*afu,v) = det(y (u,v)) F*a(y(u,v)

coG(u, v)(

Alors, en reprenant la démonstration de la proposition 6.1.8, on peut écrire :

/D/G* a(u, v)dudv—// det (v (u, v)) F*a(/(u, v) /F (5.4)

la derniere égalité étant due a la formule de changement de variable dans les intégrales
doubles, le signe + correspondant & un changement de paramétrage (det(y/(u,v)) > 0) et
le signe — correspondant & un changement d’orientation (det(/(u,v)) < 0).
Définition 6.1.10. Flux d’un champs de vecteurs a travers la surface ..
Soit

a(z,y,z)

V(z,y,z) = | bx,y, 2)

c(x,y. 2)
un champs de vecteurs sur R3
Soit ¥ une surface réguliére, de classe C' par morceaux, orientée paramétrée. Le flux de V
a travers Y. est défini par

[l
b

ol « est la forme diftérentielle a = a dydz + bdzdx + cdxdy.

On peut interpréter cette formule en remarquant que si ¥ est paramétrée par la fonction

x(s,t)
F(s,t) = | y(s,t) |, le vecteur normal N(s,t) a 3 en (s,t) a pour coordonnées :
z(s.1)
/ / / /
F I3 y (S t)Zt(S,t) - ys(S: t)Zt(S: t)
N(s 1) = D05, 0) h o (s.t) = [ 20010 ,1) — 21 (5, Byt (5.1
s

3(8 t)yt(S, t) - .CC;(S, t)yé(sa t)
Donc l'expression a intégrer est égale, d’apres la définition 6.1.6, au produit scalaire de
V(F(s,t)) par N(s,t). On peut donc écrire le flux de V' a travers ¥ comme :

//adydz—l—bdzda:—l—cda:dy:// <V ((F(s,t)),N(s,t) > dsdt
) D

Casp=3:
Soit K un domaine de R3 et a = a dzdydz une 3-forme différentielle définie sur K.
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Définition 6.1.11. L’intégrale de o sur K est définie par :

///K ‘- / / /K a(,y. z) drdyd:

6.2 Formule de Green-Riemann.

Dans cette partie, on se place sur R? :

Théoréme 6.2.1. Soit I' un arc régulier, fermé, de classe C' par morceaux, orienté
/ 7/ . /7 t .

paramétré par une fonction f : I C R — R? de coordonnées f(t) = <z( )> Soit K le

domaine limité par T

Soit oo = adx + bdy une 1-forme différentielle de classe C' sur un voisinage de K. Alors :

o= flee

[ @iz +bay) = [la(e0).p0)a’ @)+ blatt).p0) 0t =[] @)= ). dady

I

ou encore,

La démonstration de ce théoreme se fait par approximation a partir de sa démonstration
dans le cas ou I' est un rectangle.

Nous nous contenterons de le démontrer dans le cas particulier ou I est un rectangle parcouru
dans le sens trigonométrique.

On représente I par la réunion de 4 segments de droite orientés, soit ' =T; UT, UT3UTy,
chaque I'; étant défini par les équations :

1 <z <129 T = X9 1 < x < 29 T =
Iy , I'a: , I's: , Iy
Y=Y 1 <Y<y Y=Y Y1 <Y<y
On trouve :

ZTo Y2 x1 Y1
[adesvay= [ atwaydns [“otwyan+ [ atwmae+ [ vy -
I x

1 Y1 T2 Y2

ZTo Y2 xr2 Y2
/ a(z,y1) do + / b2, y) dy — / oz, ) d — / b(a1, ) dy

xr1 Y1 1 Y1

D’autre part, on peut écrire :

//K by (2,y) dvdy = /:2 (/m2 b (z,y)dz) dy = /@/2 (b(z2,y) — b(z1,y)) dy =

1 Y1
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Y2 Y2
/ b(xz,y)dy—/ b(z1,y)dy

Y1 Y1

//K a;(x,y) dzdy = /:2 (/:2 a;(aﬁ,y) dy) dor = /:2 (a(x,yQ) — a(x,m)) do —
/:2 a(r,y2) dr — /:2 a(z,y;) dx

En soustrayant les deux dernieres expressions, on trouve bien :

//K(b;(a:,y)—a;(x,y))dxdy:/radﬁbdy

Exemple 6.2.2. Si o est une forme différentielle fermée, de classe C* sur un voisinage de

K, alors :
/a:// da =10
r K

rdy —ydx

et K un compact de R? ne contenant pas O, limité par un arc régulier I', de classe C! par
morceaux.

En effet, calculons da :

0 x 0 Y y? —z? 2% P
8x(a:2+y )+8y(x2+y2)] r = [x2+y 22 + y?

C’est le cas de :

a(m,y) =

da = |

]da:dy—O

Alors, si K ne contient pas 0, on applique la formule de Green-Riemann :

o oo

Si par contre, K contient 0, alpha n’est pas de classe C! sur K et on ne peut pas appliquer
la formule de Green-Riemann.

Soit I',. un cercle de centre 0 et de rayon r, inclus dans K. On appelle A le chemin formé
de I" parcouru dans le sens trigonométrique et I, le cercle précédent parcouru dans l'autre
sens. L’intérieur de A est A = K \ D(0,r), qui ne contient pas 0. Donc :

fonfo [ o= fl

Mais on a déja calculé, dans I'’exemple 6.1.2, I'intégrale de o sur I',

/ a =27
I,
/a:27r
T

On en déduit que :
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6.3 Formule d’Ostrogradski.

Dans cette partie, on se place sur R? :

Théoréme 6.3.1. Soit X une surface réguliére, fermée, de classe C* par morceaux, orientée
x(s,t)

paramétrée par une fonction F' : D C R? — R3 de coordonnées F(s,t) = | y(s,t) |. Soit
z(s,t)

K le domaine limité par X..

Soit a = a dydz + bdzdx + c drdy une 2-forme différentielle de classe C sur un voisinage de

K. Alors : //2 . ///K .

// (adydz + bdzdz + cdxdy) = /// (ay, + by, + ) (z,y, 2) dedydz
b K

Nous admettrons ce théoreme dont la démonstration est du méme genre que celle de la
formule de Green-Riemann : on le démontre facilement sur des cubes et on utilise un
argument d’approximation pour les ensembles quelconques.

ou encore,

Exemple 6.3.2. Si a est une forme différentielle fermée, de classe C'' sur un voisinage de

K, alors //E . ///K o

_ vdydz +ydzdx + z drdy

o (:c2 +y2 +22)3/2
dont I'intégrale est nulle sur toute surface . telle que le domaine K limité par 3. ne contienne
pas l’origine.

C’est le cas de

Interprétation vectorielle.

a(z,y, z)
Soit V(z,y,2) = | b(x,y,2) | un champs de vecteurs défini et de classe C'* sur R3.

c(x,y. 2)
Définition 6.3.3. La divergence de V est une fonction de R® dans R, égale a
div(V) = aj, + by, + ¢,
Grace a la définition 6.1.10 , la formule d’Ostrogradski s’exprime vectoriellement par :

Le flux d’un champs de vecteurs a travers une surface 3 est égal a l'intégrale de la divergence
de ce champs de vecteurs sur le domaine K limité par X.

//E <V((F(s,t)),N(s,t) > dsdt = ///K div(V)

soit encore :
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6.4 Formule de Stokes.

Dans cette partie, on se place sur R? :

Théoréme 6.4.1. Soit I' un arc régulier, fermé, de classe C' par morceaux, orienté
x(t)
paramétré par une fonction f : I C R — R3 de coordonnées f(t) = | y(t) |. Soit ¥ la

z(t)

surface limitée par I

Soit a = adx + bdy + cdz une 1-forme différentielle de classe C' sur un voisinage de X.

Alors :
[o- o
r D

/F(a dx +bdy + cdz) = //Z(c'y — b)) dydz + (al, — ¢,) dzdz + (b}, — ay) dxdy

ou encore,

Exemple 6.4.2. Soit > la surface latérale comprise entre les plans z = 0 et z = h du
cylindre d’axe Oz et de rayon R, dont les normales sont orientées vers l'extérieur et soit

_ rdy—ydr
_x2_|_y2_+_22

On appelle v, le cercle d’équation x2 +y? = R2, z = 0 parcouru dans le sens trigonométrique
et 75 le cercle d’équation x? + y? = R2, z = h parcouru dans le sens inverse. Le bord de X
est v1 U7z Alors :

27 2 27 2 2

R R o

o[ a= [ Eapo [T B _gpo 2T
/ra /%a /wa ., R /0 i TR

// // 2z(x dydz + y dxdz + z dzdy)
da =
> b (22 +y? +22)?

La surface X est paramétrée par

Rcost
(t,z) €]0,27[x]0,h] , F(t,z) = | Rsint
2

27 h 2 2
22R 2mh
//E @ /0 /0 (R? 4 22)? & R2 + h2

Interprétation vectorielle.

Donc :

a(z,y, z)
Soit V(x,y,2) = | b(x,y,z) | un champs de vecteurs défini et de classe C! sur R3.

c(z,y, 2)
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Définition 6.4.3. Le rotationel de V est une fonction de R® dans R3, égale a

/ /

Cy — U

rot(V) = | da, — ¢,
/ /

by — ay,

Grace a la définition 6.1.5 , la formule de Stokes s’exprime vectoriellement par :

La circulation d’un champs de vecteurs le long d’un arc I est égale au flux du rotationnel
de ce champs de vecteurs a travers la surface X limitée par T'.

soit, encore :

// < rot(V)((F(s,t)), N(s,t) > dsdt:/ad:c+bdy+cdz

r
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